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Einleitung

It would be difficult to name a volume in any field of mathematics, even
in the unclouded domain of number theory, that surpasses the Grundziige
in clearness and precision.?

Im Friithjahr 1914 erschien bei Veit & Co. in Leipzig ein Buch, welches unbestrit-
ten zu den Klassikern der mathematischen Literatur zéhlt, FELIX HAUSDORFFs
Grundziige der Mengenlehre3. Dieses Werk hat zahlreiche Mathematiker in die
Mengenlehre und insbesondere in CANTORs Theorie der transfiniten Zahlen
eingefiihrt, welche DAVID HILBERT (1862-1943) ,als die bewundernswerteste
Blite mathematischen Geistes und iiberhaupt eine der hochsten Leistungen
rein verstandesméRiger menschlicher Titigkeit“* bezeichnet hat. Es enthielt
auch eine Zusammenfassung von HAUSDORFFs grundlegenden Beitrigen zur
Theorie geordneter Mengen und seine wohl einflufsreichste Schépfung, die Theo-
rie der topologischen Rdume, mit der eine neue mathematische Disziplin, die
allgemeine Topologie®, begriindet wurde.

In der folgenden Einfiihrung zum Text der Grundziige wird zunéchst auf
HaAusporFFs Hinwendung zur Mengenlehre, seine Bekanntschaft mit GEORG
CANTOR (1845-1918) und seinen Weg bis zur Niederschrift des Buches einge-
gangen. Dazu ist die Quellenlage leider nur sporadisch und man ist oft auf
Indizien angewiesen. Es wird dann versucht, die Grundziige in den histori-
schen Kontext der Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen ein-
zuordnen und einen Vergleich mit zeitgendssischen Lehrbiichern und Monogra-
phien anzustellen. Die Einfiihrung schlieftt mit Bemerkungen zur Rezeption der
Grundziige und zu ihrer Bedeutung fiir die moderne Mathematik.

1. Hausdorffs Weg zu seinem Hauptwerk

1.1 Hausdorffs Hinwendung zur Mengenlehre

Uber HAUSDORFFs Studien (SS 1887-WS 1887/88: Leipzig; SS 1888: Freiburg
i. Br.; WS 1888/89: Berlin; SS 1889-SS 1891: Leipzig) sind wir durch Studi-
enzeugnisse (aufer fiir das Freiburger Semester) sowie durch die im Nachlaf
ziemlich vollstdndig vorhandenen Vorlesungsmitschriften recht gut orientiert.
Danach ist es kaum anzunehmen, daf HAUSDORFF wahrend des Studiums mit
Ideen der Mengenlehre bekannt gemacht worden ist; insbesondere hat er Vorle-
sungen iiber Funktionentheorie oder Fourierreihen, in denen dies damals hétte

2[BI 1920], S.116. S. diesen Band, S. 844-853

3[H 1914a].

4[{i 1925], S. 167

5Die allgemeine Theorie der topologischen Riume und stetigen Abbildungen wurde oft als
mengentheoretische Topologie bezeichnet. In neuerer Zeit hat sich eine Begriffsverschiebung
angebahnt: ,set theoretic topology“ bezeichnet das weite Feld der Verbindungen von Topologie
und metamathematischen Methoden (einen guten Einblick gibt die Monographie [Ru 1975];
s. auch [Dow 1992]), wihrend die alte mengentheoretische Topologie friiher gelegentlich und
heute durchweg als ,,general topology* bezeichnet wird.



am ehesten geschehen kdnnen, nie gehort. Wihrend seiner letzten Semester in
Leipzig schlof er sich eng an den angewandten Mathematiker und Astronomen
HEINRICH BRUNS (1848-1919) an, bei dem er 1891 mit einer Arbeit iiber die
Refraktion des Lichtes in der Atmosphiire® promovierte. Es folgten zwei wei-
tere Arbeiten zu diesem Thema’” und 1895 die Habilitation mit einer Schrift
iiber die atmosphérische Extinktion®. Vor seiner Habilitation hatte HAUSDORFF
von Februar 1893 bis Februar 1895 als Rechner auf der Leipziger Sternwarte
gearbeitet. Auch die bis 1897 noch publizierten Arbeiten, eine Arbeit zur Op-
tik? und eine zur Wahrscheinlichkeitsrechnung!®, lagen von der Thematik her
noch ganz in der Interessensphire von BRUNS. HAUSDORFF hatte zwar in ei-
nem Brief an SOPHUS LIE (1842-1899)!! schon im Mérz 1894 angedeutet, daf
er sich mehr zur reinen Mathematik hingezogen fiihle als zur Astronomie, in
der wissenschaftlichen Offentlichkeit galt er aber 1897 noch als angewandter
Mathematiker und Astronom, denn als im November 1897 in Gottingen ein
Extraordinariat fiir theoretische Astronomie und Geodisie zu besetzen war,
wurde er in einem Brief der Fakultit vom 25.11.1897 an das Preussische Kul-
tusministerium secundo loco genannt!'2,

Dafs sich ein Gelehrter mit diesem Hintergrund der Mengenlehre zuwendet,
erscheint zunéchst {iberraschend, zumal sich vor 1900 nur wenige Mathematiker
mit diesem Gebiet beschiiftigten. Man kann mit einiger Sicherheit vermuten,
dafs es vor allem philosophische Fragestellungen waren, die HAUSDORFFs In-
teresse an der Mengenlehre weckten. In seinem 1897 unter dem Pseudonym
PAuUL MONGRE erschienenen Aphorismenband Sant’ Ilario. Gedanken aus der
Landschaft Zarathustras'® gibt es ein Kapitel ,,Zur Kritik des Erkennens“. Dort
setzt sich HAUSDORFF im Aphorismus Nr. 406 (S. 349 ff.) mit einem problema-
tischen Argument NIETZSCHES fiir die ewige Wiederkunft des Gleichen ausein-
ander. NIETZSCHE hatte in Aufzeichnungen, die man in seinem Nachlaf fand,
argumentiert, daf die Zeit unendlich sei, der Zeitinhalt jedoch aus ungeheuer
vielen, aber eben nur endlich vielen verschiedenen Atomkombinationen beste-
he, woraus die ewige Wiederholung von Zeitstrecken mit gleichem Inhalt folge.
Den Schubfachschluft NTETZSCHES erkennt HAUSDORFF in seinem Aphorismus
als richtig an, die Voraussetzung endlichen Zeitinhalts jedoch sei falsch, viel-
mehr sei der Zeitinhalt ebenfalls eine unendliche Grofe, ,und zwar eine viel
umfassendere, umfinglichere, eine Unendlichkeit héherer Dimension.“'* Dann
heifst, es weiter:

Ohne diese der Mathematik entlehnte Unterscheidung der Mannig-

6[H 1891].

7[H 1893] (in zwei Teilen).

8[H 1895].

9[H 1896].

10[H 1897al.

I Nachlass Lik. Universitdtsbibliothek Oslo, Handskriptsamlingen. In: [ETh 1994], S. 64—
65.

12Geheimes Staatsarchiv Preussischer Kulturbesitz. Rep. 76 Va, Sekt. 6, Tit. TV. Die An-
stellung und Besoldung der Professoren der philosophischen Fakultit der Universitit zu Got-
tingen, Vol. XVT 1895-1897, BI. 6v. Zitiert nach [T 1985].

L3[H 1897b], abgedruckt im Bd. VII dieser Edition.

14[H 1897b], S. 350.



faltigkeiten verschiedener Dimension, der Unendlichkeiten verschiedenen
Rangs und Umfangs sollte sich Niemand an erkenntnistheoretische Dinge
heranwagen; wie will man mit der Unendlichkeit umgehen, wenn man in
ihr bloss summarisch den Gegensatz des Endlichen, nicht auch innerhalb
ihrer die Stufen und Grade des Unendlichen unterscheiden kann.'®

HAUSDORFF selbst beschéftigte sich intensiv mit erkenntnistheoretischen Fra-
gen — 1898 erschien sein erkenntniskritischer Versuch Das Chaos in kosmischer
Auslese'®. Folgte HAUSDORFF seiner oben zitierten Maxime, so mufte ihn die
Mengenlehre CANTORs, welche die verschiedenen Grade des Unendlichen durch
transfinite Zahlen zu quantifizieren vermochte, brennend interessieren. Der zi-
tierte Aphorismus lift jedoch erkennen, dafs HAUSDORFF zum Zeitpunkt der
Niederschrift CANTORsS Theorie noch nicht kannte, denn er sieht darin die ver-
schiedenen Stufen und Grade des Unendlichen noch in der verschiedenen Di-
mension von Punktmengen: So seien in einer Linie oo, in einer Fliche 002, in
einem Kérper co® Punkte enthalten. Das zunéichst paradox erscheinende Resul-
tat, daff R” und R™ fiir n # m gleichmé&chtig sind, hatte CANTOR schon 1878
bewiesen!”. Der Sant’ Ilario wurde im Wintersemester 1896/97 an der liguri-
schen Kiiste vollendet, als HAUSDORFF die Folgen einer Krankheit auskurierte.
Dies fiihrt uns zu der These, dafs HAUSDORFF Anfang 1897 die Mengenlehre
noch nicht kannte. Unsere These wird durch ein undatiertes Fragment gestiitzt,
welches nach Insatzgabe des Sant’ Ilario geschrieben worden sein mufs. Dort
heifst, es:

[...] die Beispiele von G. Cantor und G. Peano zeigen aber, dass wenn
man auf eineindeutige stetige Zuordnung verzichtet, die Punkte einer Fla-
che, eines Wiirfels, einer begrenzten Mannigfaltigkeit von n Dimensionen
den Punkten einer Strecke zugeordnet werden kénnen. Cantors Grundla-
gen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Hiernach meine Bemerkun-
gen iiber Nietzsches ewige Wiederkunft zu revidiren. [NL HAUSDORFF:
Kapsel 49: Fasz. 1076, BL. 52]

1898, im Chaos in kosmischer Auslese, zeigt sich HAUSDORFF bei der glei-
chen Problematik {iber die mengentheoretischen Zusammenhénge vollkommen
orientiert. Es heifst dort:

Jedenfalls werden alle Versuche, auf rein speculativem Wege fiir oder
gegen die ewige Wiederkehr zu entscheiden, an der Klippe scheitern,
die den Deductionen a priori gefdhrlich zu werden pflegt. Hierzu rech-
ne ich auch Nietzsches eigenen, im Nachlass verffentlichten Versuch, die
Nothwendigkeit der Wiederkunft auf die ganz unhaltbare Behauptung zu
stiitzen, dass die Menge der Weltzusténde endlich, die der Zeitpunkte un-
endlich sei und dass also der endliche Weltinhalt in der unendlichen Zeit
unendlich oft wiederholt werden miisse, um sie vollstindig auszufiillen.
Die Zeit ist linear, der Inbegriff aller Weltzusténde aber liesse sich bereits

15Ebd.

16[H 1898a].

17[Ca 1878]. Die Auffassung, Punktmengen verschiedener Dimension im Hinblick auf die
Gesamtheit ihrer Punkte Unendlichkeiten verschiedenen Grades zuzuweisen, war unter Ma-
thematikern weit verbreitet, solange sie CaNTORS Resultat noch nicht kannten. Siehe dazu
[Jo 1979], S. 133.



bei der einfachsten, rein materialistischen Auffassung als Punktcontinu-
um von unendlich vielen Dimensionen darstellen — kann also nicht in
stetiger Weise innerhalb der Zeit untergebracht werden. Verzichtet man
auf die Stetigkeit der Zuordnung, so muss man freilich einen Schritt wei-
tergehen und im Sinne der Cantor’schen Mannigfaltigkeitslehre zeigen,
dass die Menge aller Weltzustédnde von hoherer Mdchtigkeit ist als das
Linearcontinuum; es geniigt hierzu, beildufig gesagt, als Theil des Weltin-
halts einen fliissigen Korper zu denken, der bei beliebiger Bewegung seiner
Theile auch in beliebiger Weise zerfallen und zerreissen kann.'®

Im Chaos in kosmischer Auslese wird an einer Reihe weiterer Stellen eine Ver-
bindung von philosophischer Argumentation mit mengentheoretischen Begrif-
fen und Satzen hergestellt (z.B. S. 81-82, S. 122, S. 145-146, S. 157-158);
HAUSDORFF zeigt sich hier iiberall mit CANTORs Theorie wohlvertraut.

Es ist nicht bekannt, wann HAUSDORFF das ,Chaos* geschrieben hat — die
Grundidee geht vermutlich schon auf seine Studentenzeit zuriick.'® Aber auch
hier ist vor der Drucklegung eine sorgfiltige Endredaktion erfolgt, wie aus einem
Brief an HEINRICH KOSELITZ (PETER GAST) vom 12.10.1898 hervorgeht. Dort
heift es im Hinblick auf Das Chaos in kosmischer Auslese:

Mein neues Buch, das Sie dieser Tage empfangen, mége mich bei Ih-
nen noch nicht um den Ruf eines Oligographen bringen; seine eigentliche
Entstehung liegt, wie die des S.Ilario, um Jahre zuriick. Die diesmalige,
gedruckte Niederschrift ist, schlecht gerechnet, die dritte, und wenn ich
mir nicht endlich Zwang angethan und das Manuscript abgestossen hétte,
wiire es vielleicht einer nochmaligen Umarbeitung anheimgefallen.>®

Die letzte Redaktion des Chaos diirfte also mit Sicherheit in das Jahr 1898
gefallen sein.

All dies macht es wahrscheinlich, daff sich HAUSDORFF etwa 1897/98 einge-
hend mit der Mengenlehre vertraut gemacht hat. Zunéchst mag das philoso-
phische, insbesondere erkenntnistheoretische Interesse daran iiberwogen haben,
aber spitestens 1901 wandte sich HAUSDORFF der Mengenlehre auch forschend
und lehrend zu, nachdem er vorher noch {iber nichteuklidische Geometrie, hy-
perkomplexe Zahlsysteme und Wahrscheinlichkeitstheorie publiziert hatte.?!

Die Grundziige der Mengenlehre sind ,,dem Schépfer der Mengenlehre Herrn
GEORG CANTOR in dankbarer Verehrung gewidmet.“?? Wir wissen nicht, wann
sich CANTOR und HAUSDORFF erstmals personlich begegnet sind. Die erste
Quelle, die eine Unterredung dokumentiert, stammt aus dem Jahr 1901 (s.u.).
Vieles spricht aber fiir eine frithere persénliche Bekanntschaft. So nahmen CAN-
TOR und HAUSDORFF im August 1897 am ersten internationalen Mathemati-
kerkongref in Ziirich teil.?® Dieser Kongref brachte durch den Hauptvortrag

18[H 1898a], S. 193-194.

19E. BrieskorN fand entsprechende Hinweise in NL HausporrF, Kapsel 54, Fasz. 1153.
20Quelle: Nietzsche-Archiv Weimar.

21[H 1899a], [H 1900b], [H 1901a].

22[H 1914a), S. I1I.

23[Rud 1898], S. 67, S. 69.



von ADOLF HURWITZ** (1859-1919) der Mengenlehre und CANTOR persén-
lich internationale Anerkennung. HURWITZ konnte aber offenbar noch nicht
davon ausgehen, daf den Teilnehmern CANTORs Ideen geldufig waren, denn
er erlduterte recht ausfiihrlich die bendtigten Grundlagen aus der Theorie der
transfiniten Zahlen und deren Anwendung auf Punktmengen (CANTORsches
Haupttheorem, Satz von CANTOR-BENDIXSON). Auch der kurze Vortrag von
JAQUES HADAMARD? (1865-1963), in dem dieser die Notwendigkeit betonte,
mengentheoretische Betrachtungen nicht nur auf Punktmengen, sondern auch
auf Funktionenmengen anzuwenden, deutete auf die Wichtigkeit der Mengen-
lehre hin.

Zu regelmifigen personlichen Begegnungen zwischen CANTOR und HAUs-
DORFF ist es vermutlich im sogenannten mathematischen Krinzchen gekom-
men, zu dem sich Mathematiker der Universititen Leipzig und Halle von Zeit
zu Zeit trafen. Uber die Existenz dieses Krinzchens sind wir durch ein Beférde-
rungsgesuch des Hallenser Schuldirektors HEINRICH SCHOTTEN vom 3. Februar
1904 informiert; es heifst dort:

Seit, Herbst 1896 bin ich Direktor der stddtischen Oberrealschule zu
Halle a.S. und bin gleich anfangs auch in Beziehung zu den hiesigen Fach-
professoren getreten, wurde auch Mitglied des sogenannten mathemati-
schen Kranzchens, einer Vereinigung Hallenser und Leipziger Professoren,
die abwechselnd in Halle und Leipzig wissenschaftliche Sitzungen — etwa
zwei im Semester — abhiilt.?%

Auch in der Autobiographie Bestand und Wandel von GERHARD KOWALEWSKI
(1876-1950) finden sich Bemerkungen zum mathematischen Kridnzchen:

Zwischen Halle und Leipzig gab es eine sehr schone Vereinbarung.
Die Mathematiker beider Universitdten hatten ein gemeinsames mathe-
matisches Krianzchen, das alle 14 Tage abwechselnd in Leipzig und Halle
stattfand. Die &lteren Leipziger Herren nahmen nicht daran teil. Dage-
gen erschienen Otto Holder, der Nachfolger Lies, und Engel sowie die
drei Privatdozenten ganz regelmifig. Von den Hallensern wirkten mit
Georg Cantor, |[...], Hermann Grafmann der Jiingere, [...], sowie einige
Gymnasialprofessoren.

Uber CANTOR heift es weiter: ,,Oft lud er das ganze Krinzchen in sein Haus
ein.?® Dafl CANTOR nicht nur in Halle am Krinzchen teilnahm, sondern auch
zu Sitzungen nach Leipzig fuhr, ersieht man z. B. aus einer Postkarte an F. EN-
GEL vom 29.11.1901. Dort heifst, es:

Lieber College. Der 14*® Dez. als Krinzchentag fiir Leipzig wiirde mir
durchaus passen und freue ich mich auf die Aussicht, wieder einmal mit

24HurwiTz, A. Uber die Entwicklung der allgemeinen Theorie der analytischen Funktio-
nen in neuerer Zeit. In: [Rud 1898], S. 91-112.

25 ADAMARD, J.: Sur certaines applications possibles de la théorie des ensembles. In: [Rud
1898], S. 201-202.

26 Geheimes Staatsarchiv Preussischer Kulturbesitz, I. HA Rep. 76 Va, Sekt. 8, Tit. IV, Nr.
34, BlL.24.

27[Kow 1950]. S.106.

28Ebd.



Thnen Allen zusammen zu sein. Grassmann habe ich Mittheilung hiervon
gemacht.?®

In ihren philosophischen Ansichten waren CANTOR und HAUSDORFF denk-
bar verschieden: auf der einen Seite der Metaphysiker CANTOR, fiir den KANT
die Inkarnation skeptizistischen Irrtums war und der meinte, seine transfini-
ten Zahlen wiirden ,in intellectu Divino im hochsten Grade der Realitit exi-
stiren“3%, auf der anderen Seite HAUSDORFF, der im Chaos in kosmischer
Auslese jede Metaphysik endgiiltig destruieren wollte; hier der bekennende
Christ CANTOR, der NIETZSCHE ,im Hinblick auf den perversen Inhalt und
die herostratisch-antichristlichen Motive* in dessen Schriften ,Verderbniss der
Jugend. . .im grofen Stile* anlastete3!, dort HAUSDORFF , der in der Selbstan-
zeige seines Sant’Ilario schrieb, daft jeder, der ,jihn einfach zum Gefolge N1ETZ-
scHEs zdhlen will“, sich auf sein ,eigenes Gestiindnis berufen“ moge®? (wobei
er gegeniiber dem spéten NIETZSCHE durchaus kritische Distanz zu wahren
wufite). Auf der einen Seite schlieklich — wenn wir von der Philosophie zur
Literatur wechseln — der Mann, der mit tiefem Ernst und grofem Eifer die
BACON-SHAKESPEARE-Theorie verfocht®3, auf der anderen Seite der Verfas-
ser ironischer Aphorismen, der im Sant’ Ilario diese Theorie verspottete und
lacherlich machte.?* Der 23 Jahre jiingere und im personlichen Umgang zu-
riickhaltende und taktvolle HAUSDORFF wird es tunlichst vermieden haben,
mit CANTOR iiber Philosophie oder iiber die BACON-SHAKESPEARE-Theorie
zu streiten. Umso interessanter war fiir ihn am Beginn seiner mengentheo-
retischen Schaffensphase der Mathematiker CANTOR, der mit seinem Diktum
von der Freiheit der mathematischen Gedankenbildung auch vollstindig HAUS-
DORFFS Vorstellungen vom mathematischen Schaffensprozef traf3®, selbst wenn
fiir beide die Griinde fiir diese Forderung wiederum denkbar verschieden waren.

1.2 Vom Studium der Ordnungstypen zu den Grundziigen der Mengenlehre

Ein erster Beleg fiir eine Anregung, die HAUSDORFF miindlich von CAN-
TOR erhielt, findet sich im Manuskript der Vorlesung iiber Mengenlehre®®, die
HAUSDORFF im Sommersemester 1901 in Leipzig vor 3 Zuhorern hielt.?” Es
war dies eine der ersten Vorlesungen iiber Mengenlehre iiberhaupt, nur ERNST
ZERMELOs (1871-1953) Kolleg in Gottingen im Wintersemester 1900/1901 war

29NL ENGEL. Math. Institut der Universitit GieRen. Ich verdanke den Hinweis darauf
Herrn P. ULLRICH.

30Brief CANTORS an CH. HERMITE vom 30.11.1895. Niedersichsische Staats- und Univer-
sitdtsbibliothek Gottingen, NL CANTOR, Nr. 18, S.47-48. In: [Pul 1987], S. 105.

31Brief CaNTORs an den Hallenser Kirchenhistoriker FRIEDRICH LooFs vom 24.2.1900. In:
[Mes 1967], S. 265.

32[H 1897¢], S.361.

33[Pul 1987], S. 79-92.

34[H 1897b], Aph. Nr. 306, S. 204-206.

35[H 1903a), S. 3.

36NL Hausporrr: Kapsel 03: Fasz. 12. Abgedruckt im Band I dieser Edition.

37 Archiv der Univ. Leipzig, PA 547, BI..10-12.



frither®®; CANTOR selbst hat nie iiber Mengenlehre gelesen.?® HAUSDORFF be-
weist in der Vorlesung den Satz, dal die Typenklasse T'(Rg) aller abzihlbaren
Ordnungstypen die Michtigkeit X des Kontinuums hat. Der Beweis verlduft
nach dem DEDEKIND-BERNSTEINschen Aquivalenzsatz, indem gezeigt wird:

a) eine Theilmenge abzidhlbarer Typen ist dem Continuum dquivalent.

b) Eine Theilmenge des Continuums ist der Klasse der abzdhlbaren Ty-
pen dquivalent.®

Am oberen Rand des Blattes 37 hat HAUSDORFF mit Rotstift eingefiigt:

a) nach miindlicher Mittheilung von Cantor,
b) von mir selbst. Vorgetragen 27.6.1901.

Dissertation von F. Bernstein empfangen 29.6.1901.%!

In der Vorlesung trennt HAUSDORFF sorgfaltig die beweisbaren Sétze der Men-
genlehre, deren Beweise auch alle genau ausgefiihrt werden, von den Sitzen,
die CANTOR vermutet hatte, aber nicht beweisen konnte. HAUSDORFF nennt
sie Postulate und formuliert sie folgendermafen:

II. Postulat: Die Méchtigkeit des Continuums ist gleich der der zweiten
Zahlenklasse."?

ITI. Postulat: Jede wohldefinirte Menge kann in die Form einer wohlge-
ordneten Menge gebracht werden.*?

Ein Postulat I. behauptete die Vergleichbarkeit der Kardinalzahlen und ist rich-
tig, wenn III. richtig ist. II. ist die Cantorsche Kontinuumhypothese, bzw., als
Frage nach dem Platz von XN in der Reihe der X, das Kontinuumproblem. Die-
ses Problem war das erste in der Liste jener 23 Probleme, die D. HILBERT auf
dem internationalen Mathematikerkongrefs 1900 in Paris den Mathematikern
im neuen Jahrhundert zur Lésung unterbreitet hatte, und es hatte dadurch
einen besonderen Rang bekommen. HAUSDORFF hat sich jahrzehntelang fiir
dieses Problem interessiert; noch im Sommer 1938 fertigte er eine sorgfiltige
78 Seiten umfassende Ausarbeitung zu [Si 1934a] mit Vereinfachungen eini-
ger Beweise und kritischen Bemerkungen an.** HAUSDORFFs Einstieg in ein
griindliches Studium geordneter Mengen war nicht zuletzt durch das Kontinu-
umproblem motiviert, sah er doch in dem Satz iiber die Méchtigkeit von T'(Ro)
eine Strategie, dieses Problem anzugreifen. In seiner ersten mengentheoreti-
schen Publikation kommt das ganz klar zum Ausdruck:

In dem von G. CANTOR erschlossenen Gebiete der Ordnungstypen ist
es eigentlich nur das Specialgebiet der Ordnungszahlen, in dem wir ei-
nigermassen Bescheid wissen; iiber die allgemeinen Typen, die Typen
nicht wohlgeordneter Mengen, ist dusserst wenig bekannt. Und doch

38[P 1991], S. 82.

39[Ker 1983], S. 89-94 und Geheimes Staatsarchiv Preussischer Kulturbesitz, Rep. 76 Va,
Sekt. 8, Tit. IV, Bd. III (1917), BIL. 245-246.

40NT, HausporrF: Kapsel 03: Fasz. 12, Bl. 37.

“1'Frrix BERNSTEIN (1878-1956) hatte in seiner Dissertation die Behauptung b) ebenfalls
bewiesen.

42Ebd. Bl.46.

43Ebd., Bl. 47.

44NT, Hausporrr: Kapsel 42: Fasz. 729.



gehort eine genauere Kenntniss und Classification der Typen zu dem
engeren Problemkreise der Mengenlehre: schon desshalb, weil die alte
Frage nach der Michtigkeit des Continuums auf diesem Wege mogli-
cherweise der Losung ndher gebracht werden kann. Denn da nach ei-
nem CANTOR-BERNSTEIN’schen Satze') die Michtigkeit der zweiten Ty-
penklasse (der Klasse der abzdhlbaren Typen) gleich der Méchtigkeit N
des Continuums?) ist, wihrend die Mi#chtigkeit der zweiten Zahlenklasse
mit Ny bezeichnet wird, so diirfte es fiir die Vergleichung zwischen X und
N1 von Wichtigkeit sein, etwaige Zwischenstufen festzulegen, d.h. unter
der Gesammtheit aller abzdhlbaren Mengen eine engere Gruppe heraus-
zugreifen, in der ihrerseits die Gesammtheit der abzdhlbaren wohlgeord-
neten Mengen als Theil enthalten ist. Gerade die CANTOR’sche Vermut-
hung, dass X = Wy, verspricht eine Erleichterung des Beweises durch
Einschaltung von Zwischenstufen, wihrend umgekehrt, falls X > N; sein
sollte, dieser Weg eher ein Umweg sein diirfte.*’

Die Fufinote !) weist auf BERNSTEINs Géttinger Dissertation hin, die zweite
FuRnote 2) ist ein weiteres Indiz fiir miindlichen Austausch zwischen CANTOR
und HAUSDORFF, denn CANTOR hat 6ffentlich einen Beweis des Wohlordnungs-
satzes nirgends angekiindigt; es heiftt hier ndmlich:

Diese vorlaufige Bezeichnung (Aleph ohne Index) als prijudicirlich zu
scheuen, liegt um so weniger ein Grund vor, als G. CANTOR den Beweis,
dass jede transfinite Cardinalzahl in der ,Reihe der Aleph* vorkommen
muss, nichstens zu publiciren gedenkt.*®

HAUSDORFF betrachtet in der in Rede stehenden Arbeit eine Klasse geord-
neter Mengen, die er gestuft nennt: In einer gestuften Menge sind zwei ver-
schiedene Abschnitte einander nie &hnlich. Die Klasse der gestuften Mengen
umfaft die der wohlgeordneten Mengen. Die Menge aller abzidhlbaren gestuf-
ten Mengen hat die Michtigkeit N, so daft HAUSDORFF hier einen ersten Schritt
in seinem eingangs formulierten Programm vorangekommen zu sein schien. Wir
wissen heute, daff diese Strategie, das Kontinuumproblem zu 16sen, ebensowe-
nig zum Ziel fiihren kann wie CANTORs Strategie, welche darauf zielte, den
Satz von CANTOR-BENDIXSON von den abgeschlossenen Mengen auf beliebi-
ge iiberabzdhlbare Punktmengen zu verallgemeinern. Diese CANTORsche Idee
war der Keim fiir die Entwicklung der deskriptiven Mengenlehre, die in den
zwanziger Jahren — eingeleitet durch ein Ergebnis von HAUSDORFF und PAUL
ALEXANDROFF (1896-1982) aus dem Jahre 1916 — einen kréftigen Aufschwung
nahm.*”

Das Kontinuumproblem und die Wohlordnungsfahigkeit des Kontinuums stan-
den nach iibereinstimmenden Berichten mehrerer Teilnehmer im Mittelpunkt
der Diskussionen auf dem dritten internationalen Mathematikerkongrefl, der
vom 8. bis 13. August 1904 in Heidelberg stattfand. Das Teilnehmerverzeichnis
fiihrt CANTOR und HAUSDORFF als Teilnehmer auf.*8

45[H 1901b], S. 460.

46Ebd.
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Am 10. August hielt JuLius KONIG (1849-1913) in der Sektion Arithmetik
und Algebra des Kongresses den Vortrag ,,Zum Kontinuumproblem®. Dort be-
wies er zunéchst, daf die Summe a einer aufsteigenden Folge von Kardinalzah-
len die Ungleichung a0 > a erfiillt. Daraus folgt wegen N1, = Ng+Ng1+---
die Ungleichung

NS, > Nojw (1)

Dieses Resultat setzte KONIG in Beziehung zu einer Alephrelation, die F. BERN-
STEIN in seiner Dissertation angegeben hatte, ndmlich

Nie =R, - 2% (2)

Wire X = 2% ein Element der Alephreihe, etwa N3, so konnte man N, = Ng,
setzen und erhielte aus (2)

R
Nghe = NaruRs = Ngpo

im Widerspruch zu (1). Demnach wére die Méchtigkeit des Kontinuums in der
Alephreihe nicht vorhanden, d.h. das Kontinuum liefe sich nicht wohlordnen
und CANTORS Vermutung N = N; wire widerlegt. Als Diskutanten zu die-
sem Vortrag vermerkt das Protokoll: G. CANTOR, D. HILBERT und ARTHUR
SCHOENFLIES (1853-1928).

KonN1Gs Vortrag hat seinerzeit grofes Aufsehen erregt, wire doch mit die-
sem Resultat eine der Grundiiberzeugungen CANTORS, ndmlich die, dafs man
jede Menge wohlordnen kénne, erschiittert worden, und das erste HILBERTsche
Problem wire gelost gewesen. In der bereits erwihnten Autobiographie [Kow
1950] wird iiber KONIGs Vortrag und das Aufsehen, das er erregte, eingehend
berichtet; dann heifit es:

Gliicklicherweise stellte sich schon am néchsten Tag heraus, daff Ko-
nigs Beweisfiihrung unhaltbar war. Sie stiitzte sich auf ein Theorem von
Felix Bernstein, das sich bei ndherer Priifung als falsch erwies. Zermelo,
ein dufierst scharfsinniger und rasch arbeitender Denker, machte diese
wichtige Feststellung.*®

Die Behauptung, dafs der Fehler schon am Tag darauf entdeckt wurde und daf
E.ZERMELO es war, der ihn entdeckte, ist falsch. KOWALEWSKI nahm am Kon-
grefls gar nicht teil; eine Quelle fiir seine Schilderung nennt er nicht. Sein Bericht
wire deshalb in dieser Einfithrung der Erwidhnung gar nicht wert, wenn er nicht
in die Literatur zur Geschichte der Mengenlehre eingegangen wiire®® und so seit
Jahrzehnten das historische Bild mit bestimmt hétte. In Wirklichkeit war es
FELIX HAUSDORFF, der bemerkte, daf man die Bernsteinsche Relation (2) nur
fiir solche u, die nicht Limeszahlen sind, beweisen kann. In [H 1904a] bewies er
die Rekursionsformel
N =R, N,
die natiirlich fiir Limeszahlen y ihren Sinn verliert. Dann heift es:
9[Kow 1950], S. 202.

50[Mes 1967], S. 165-166; [Mo 1982], S. 87; [Pul 1987], S. 161; [P 1991], S. 83; [0 1994], S.
11; [F 1999], S. 312, schon etwas relativiert: ,,it may well be that Kowalewski misremembered .




Die von Herrn F. BERNSTEIN (,Untersuchungen aus der Mengenleh-
re, Diss. Halle 1901, S. 50) durch unbeschrinkte Rekursion gewonnene
Formel

Ny =R, -2
ist also vorldufig als unbewiesen zu betrachten. Ihre Richtigkeit erscheint
umso problematischer, als aus ihr, wie Herr J. KONIG gezeigt hat, das
paradoxe Resultat folgen wiirde, dafi die Mdachtigkeit des Kontinuums
kein Aleph sei, und daff es Kardinalzahlen gebe, die grifier als jedes Aleph
sind.5!

Wenn ZERMELO in Heidelberg bereits darauf hingewiesen hétte, daf BERN-
STEINs Formel fiir Limeszahlen p nicht bewiesen ist, hitte HAUSDORFF sicher
diese Passage nicht geschrieben oder zum mindesten ZERMELO erwéhnt.
HAUSDORFFs Rolle bei der Aufklarung des KONIGschen Fehlschlusses geht
auch deutlich aus dem Bericht hervor, den A. SCHOENFLIES 1922 von den
Ereignissen in Heidelberg gegeben hat. Nach der Darstellung des KONiGschen
Ergebnisses und der Ursache seines Fehlschlusses schreibt SCHOENFLIES:

An die Heidelberger Tagung schlof sich eine Art Nachkongref in Wen-
gen. HILBERT, HENSEL, HAUSDORFF und ich selbst fanden sich dort zu-
fillig zusammen.*?

Es wird dann iiber die fieberhaften Bemiihungen CANTORS berichtet, KONIG
zu wiederlegen. Danach heifit es:

Eine exakte Priifung des Giiltigkeitsbereichs der Bernsteinschen Alef-
relation danken wir bekanntlich erst HAUSDORFFI); sein Resultat, zu dem
er schon in Wengen gelangte, bedingt die oben genannte Einschriankung
des Theorems und damit die Entwertung der fiir das Kontinuum gezoge-
nen Folgerung.”

Ubrigens hatte SCHOENFLIES schon 1905 darauf hingewiesen, dak HAUSDORFF
in [H 1904a] den Giiltigkeitsbereich der BERNSTEINschen Alephrelation wesent-
lich eingeschriinkt hat.?*

Die Darstellung von SCHOENFLIES wird durch einen Brief HAUSDORFFs an
HILBERT vom 29.9.1904 bestétigt; dort schreibt HAUSDORFF:

Nachdem das Continuumproblem mich in Wengen beinahe wie eine
Monomanie geplagt hatte, galt hier mein erster Blick natiirlich der Bern-
steinschen Dissertation. Der Wurm sitzt genau an der vermutheten Stelle,
S.50: [...] Bernsteins Betrachtung giebt eine Recursion von N, auf &,
versagt aber fiir solche N, die keinen Vorgénger haben, also gerade fiir
die Alephs, fiir die Herr J. Konig sie nothwendig braucht. Ich hatte in
diesem Sinne, soweit ich es ohne Benutzung der Bernsteinschen Arbeit
konnte, schon von unterwegs an Herrn Konig geschrieben, aber keine Ant-
wort, erhalten, bin also umso mehr geneigt, den Konig’schen Beweis fiir
falsch und den Ko6nig’schen Satz fiir den Gipfel des Unwahrscheinlichen

51[H 1904a], S.571.

52[Sch 1922], S. 100. SCHOENFLIES ist als Teilnehmer des Kongresses und der Nachsitzung
in Wengen bei weitem glaubwiirdiger als KowALEWSKI.

53Fbd., S. 101; 1) verweist auf [H 1904a].
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zu halten. Andererseits werden wohl auch Sie kaum den Eindruck gewon-
nen haben, dass Herr Cantor das, was er seit 30 Jahren vergeblich sucht,
in den letzten Wochen gefunden haben sollte, und so scheint Ihr Problem
Nr. 1 nach dem Heidelberger Congress genau dort zu stehen, wo Sie es
auf dem Pariser Congress verlassen haben.

Aber vielleicht ist, wahrend ich dies schreibe, doch schon eine der
streitenden Parteien im Besitze der Wahrheit. Ich bin sehr gespannt auf
die gedruckten Verhandlungen des Congresses.5®

KONIG selbst hat im Abdruck seines Vortrages im Kongrefbericht seinen Schluf,
den er aus der BERNSTEINschen Alephrelation gezogen hatte, ausdriicklich zu-
riickgenommen. HAUSDORFF hat er dort nicht erwihnt.>®

In den Jahren 1906 und 1907 verdffentlichte HAUSDORFF seine Untersuchun-
gen iiber Ordnungstypen mit zahlreichen neuen Ideen und Resultaten.?” Eines
der Ergebnisse ist der Beweis, daf die Typenklasse T'(Xg) als Typenring die Ba-
sis 1, w, w*, n hat. Der Beweis fuftt auf HAUSDORFFs grundlegendem Theorem,
dafl jede geordnete Menge entweder zerstreut ist, d.h. keine dichte Teilmenge
besitzt, oder Summe zerstreuter Mengen iiber ein dichtes Argument ist.”® In
einem Brief an HILBERT vom 8.8.1907 teilt CANTOR dieses Resultat mit, wel-
ches ihm HAUSDORFF am 19. Juli 1907 brieflich {ibermittelt hatte. In CANTORS
Brief heifit es:

Es ist mir lieb, zu horen, daf Herr Zermelo erfolgreich an der Men-
genlehre arbeitet. Griissen Sie ihn bestens von mir. Ich halte auch die
Arbeiten von Hausdorff in der Typentheorie fiir niitzlich, griindlich und
erfolgversprechend. Darum hatte ich bei der letzten Zusammenkunft der
3 Universitiaten Leipzig, Jena und Halle in K6sen am 28. Juni mit ihm
eine Besprechung verabredet und ihn zur Untersuchung einer Frage ange-
regt, die er jetzt gliicklich zu Ende gebracht zu haben scheint. Sie bezieht
sich auf die Typenclasse von der Kardinalzahl Yo, d. h. auf die abzahl-
baren Typen; und ich war immer der Meinung, daf sie sich auf die drei
Urtypen w, "w und n und die endlichen Urtypen 1 und 2 durch Zusam-
mensetzung zuriickfithren lassen. Dies findet nun durch Hausdorff, wie er
mir am 19. Juli schrieb, in folgender Form Bestitigung.*®

In diesem speziellen Fall mag HAUSDORFF in der Tat eine Anregung CANTORS
aufgegriffen haben. Im allgemeinen war er aber in den Arbeiten zur Typentheo-
rie der Jahre 1906-1907 ein vollig selbstdndiger Forscher und nicht von CAN-
TOR abhéngig. Dies wird auch aus einem Brief HAUSDORFFs vom 24.5.1914 an
F. ENGEL deutlich, in dem er sich zur Widmung der Grundziige an CANTOR
dufsert:

Was Sie von CANTOR. befiirchten, muss ich vollkommen unterschrei-
ben; ich glaube nicht, dass er seit 10 Jahren oder mehr an der Entwicklung

55Niedersichsische Staats- und Universititsbibliothek zu Gottingen, Handschriftenabt., NL
HiLBERT, Nr. 136.
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der von ihm begriindeten Wissenschaft noch activen oder auch nur re-
ceptiven Antheil nehmen kann. Dennoch hoffe ich, dass meine Widmung
ihm wenigstens personliche Freude gemacht hat; er hat mir zweimal ein
paar Zeilen geschrieben, als ich ihn um Annahme der Dedication bat und
dann nach Empfang des Buches.®°

Fiir CANTOR war HAUSDORFF nach dem Heidelberger Kongreft der wohl
wichtigste Fortsetzer seines Werkes. Thm lag ohne Zweifel daran, dafs HAUS-
DORFFs Ergebnisse in der Typentheorie ein groferes internationales Publikum
erreichten. Die Veroffentlichung der wichtigsten HAUSDORFFschen Arbeiten in
den Berichten der Koniglich-Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipzig war nicht geeignet, breitere Kreise auf diese Arbeiten aufmerksam zu
machen. CANTOR schlug HAUSDORFF deshalb vor, eine Zusammenfassung sei-
ner Ergebnisse tiber Ordnungstypen in den Mathematischen Annalen zu verof-
fentlichen. HAUSDORFFs Brief an HILBERT vom 15.7.1907 dokumentiert diesen
Vorgang; er ist aber auch noch in anderer Hinsicht sehr aufschlufireich:

Sehr geehrter Herr Geheimrath,

Herr Professor Cantor, mit dem ich vor 14 Tagen langere Zeit zusammen
war, regte mich an, von meinen ,Untersuchungen iiber Ordnungstypen*
ein knappes Exposé auszuarbeiten und Thnen zum Abdruck in den Math.
Annalen anzubieten. Er hielt es fiir wiinschenswerth, dass die Sachen ei-
nem weiteren Leserkreise als dem der Leipziger Berichte unter die Augen
kdmen; auch ging er von der nicht unrichtigen Voraussetzung aus, dass
die etwas lang gerathene Arbeit durch eine verkiirzte, systematische und
auf das Wesentlichste eingeschrankte Darstellung an Verstandlichkeit ge-
winnen wiirde. [...] Ich erlaube mir also die Anfrage, ob Sie principiell
geneigt wiren, einen Artikel, etwa ,Theorie der Ordnungstypen® betitelt
und im Umfange von 2-3 Bogen, in die Annalen aufzunehmen.

Sie finden vielleicht dies Ansinnen, iiber eine noch ungeschriebene
Arbeit ein Votum abzugeben, etwas voreilig; natiirlich soll es sich eben
nur um eine principielle Erklirung handeln, die Sie nicht verpflichtet,
sondern Thnen seiner Zeit die Priifung der wirklich vorliegenden Arbeit als
unverkiirztes Recht vorbehilt. Nur mo6chte ich mir die Miihe sparen, falls
etwa die Redaction der Annalen von vornherein das jetzt so vielfach (und
mit so mittelalterlichen Waffen!) bestrittene Gebiet der Mengenlehre zu
excludiren geneigt sein sollte. [...]

In der Hoffnung, dass Sie, sehr geehrter Herr Geheimrath, den von
Poincaré todtgesagten ,Cantorismus“ noch fiir einigermassen lebendig
halten und einer Arbeit, die der Mengenlehre inhaltlich etwas Neues hin-
zufiigt, Thr Interesse nicht versagen werden, bin ich

Thr hochachtungsvoll ergebener
Felix Hausdorff®!

Dieser Brief spiegelt die kritische Situation wider, in welche die Mengenlehre
nach dem Heidelberger Kongrefs und der Publikation von ZERMELOs erstem
Beweis des Wohlordnungssatzes®? geraten war. Der zentrale Angriffspunkt war
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das Auswahlaxiom®®, und als Damoklesschwert schwebten iiber dem Ganzen

die Antinomien. HAUSDORFF selbst war — was seine Forschung betrifft — von
den Angriffen gegen die Mengenlehre unbeeindruckt; ein schénes Zeugnis dafiir
ist aufer o.g. Brief (,mittelalterliche Waffen!“) eine Postkarte von GERHARD
HESSENBERG (1874-1925) an den Philosophen LEONARD NELSON (1882-1927)
vom 20.9.1907 mit Impressionen von der DMV-Tagung im September 1907 in
Dresden. Dort hatte HAUSDORFF iiber dichte Ordnungstypen vorgetragen.5*
HESSENBERG schreibt:

Ausgezeichnet hat mir ferner Hausdorff gefallen. Er ist der einzige
produktive Mengentheoretiker, der sich von den Paradoxien so wenig
irritieren lisst, wie Newton etc. von den eleatischen Witzchen.%

In Bezug auf seine Lebenssituation jedoch mufste es HAUSDORFF beunruhi-
gen, wenn das Gebiet, zu dem seine wichtigsten mathematischen Leistungen
zahlten, innerhalb der mathematischen Gemeinschaft in Frage gestellt wurde.
Er stand 1907 im 39. Lebensjahr und war noch immer aufierplanméfiger au-
ferordenlicher Professor. Nicht nur die dufiere Stellung in Leipzig war unbefrie-
digend; er fiihlte sich personlich innerhalb der Leipziger Professorenhierarchie
auch wenig integriert, ja sogar mifachtet. Dies zeigt sehr deutlich ein Brief an
F. ENGEL vom 21.2.1911, in dem er seine Lage in Bonn mit der in Leipzig
vergleicht. Es heiftt dort:®°

Ich wére sehr gern nach Greifswald gekommen und das Zusammen-
wirken mit Thnen hdtte mich aufrichtig gefreut; da nun nichts daraus
geworden ist, habe ich immerhin das Vergniigen gehabt, erstens zu wis-
sen, dass Sie etwas von mir halten, zweitens nach jahrelangem Stillstand
auf dem toten Geleise in Leipzig endlich wieder in Circulation zu sein und
iiberhaupt in Betracht zu kommen. Das war mir doppelt wohlthuend an-
gesichts der schndden Behandlung, die ich in Leipzig erfahren habe |[...].
Erst hier in Bonn ist mir das fatal Bonzenhafte und Unerfreuliche der
Leipziger Hierarchie recht zu Bewusstsein gekommen — hier, wo auch der
Privatdocent als Mensch gilt, [...]. In Bonn kommt man sich, auch als
Nicht-Ordinarius, formlich existenzberechtigt vor, eine Empfindung, zu
der ich mich an der Pleisse nie habe aufschwingen kénnen.57

HAUSDORFFs gegeniiber HILBERT geduferte Befiirchtungen, die Annalen be-
treffend, erwiesen sich allerdings als unbegriindet. 1908 konnte seine grofe Ab-
handlung {iber geordnete Mengen erscheinen, welche nicht nur die Ergebnis-
se der fritheren Arbeiten zusammenfassend darstellte, sondern dariiber hinaus
noch eine Reihe neuer Resultate enthielt.%

63 Ausfiihrlich dargestellt bei [Mo 1982], S. 85-141.
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Mit Wirkung vom 1.4.1910 wurde HAUSDORFF zum etatméfigen Extraordi-
narius an die Universitit Bonn berufen. Diese Berufung bedeutete nicht nur
eine duflerliche Besserstellung, sondern sie brachte HAUSDORFF auch, wie man
aus dem oben zitierten Brief an ENGEL sieht, ein angenehmes akademisches
Umfeld. Zu den beiden Bonner Ordinarien EDUARD STUDY (1862-1930) und
FRrRANZ LONDON (1863-1917) entwickelte sich bald ein ausgesprochen freund-
schaftliches Verhiltnis.®® In Leipzig, wo sein

an sich nicht sehr entwickeltes Selbstgefiihl [...] bereits unter jedes
positive € zu sinken im Begriff war,”

hatte er seit 1901 nicht wieder Mengenlehre gelesen, obwohl dies die ganzen
Jahre iiber sein hauptsdchliches Arbeitsgebiet gewesen war.

In Bonn begann HAUSDORFF seine Lehrtétigkeit im Sommersemester 1910
mit einer ,Einfiihrung in die Mengenlehre“.”! Im Sommersemester 1912 las er
wieder ,Einfithrung in die Mengenlehre®, benutzte jedoch nicht das Skriptum
von 1910, sondern arbeitete die Vorlesung neu aus.” Sie ist neben den Grund-
lagen der Kardinalzahltheorie hauptsédchlich der Theorie der Punktmengen im
R" gewidmet, griindet diese aber bereits auf Umgebungsaxiome und bereitet so
den allgemeinen Standpunkt in den Grundziigen vor.”® Etwa im August 1912
begann HAUSDORFF die Arbeit an diesem Werk. Das Datum kann man aus
einem Brief HAUSDORFFs an HILBERT vom 27.2.1914 erschliefen, in dem es
heifit:

Ich hoffe Thnen néchstens ein Buch iiber Mengenlehre dediciren zu
konnen, an dem ich seit 1% Jahren gearbeitet habe und von dem augen-
blicklich die letzten Bogen im Satz sind.™

Das Manuskript war Mitte Februar 1913 , grosstenteils vollendet®.”™

Als F. ENGEL im Frithjahr 1913 einen Ruf an die Universitit Giefsen er-
hielt, schlug er HAUSDORFF als Nachfolger im Greifswalder Ordinariat vor.
Am 8.3.1913 nahm HAUSDORFF den Ruf nach Greifswald an. In einem Brief
an ENGEL vom 11.3.1913 dankt er fiir dessen Anteil an seiner ,,Rangerhhung’.
In Bezug auf die Vorlesungen in Greifswald heifst es dann:

[-..]; ich mochte gleich bemerken, dass ich mir diesmal und fiir den
Anfang nicht zu viel aufladen kann, schon um endlich mein Buch ab-
schliessen zu kénnen."®

Es dauerte jedoch noch iiber ein Jahr, ehe das Werk erschien. HAUSDORFF
hat in Greifswald auch die schon vorhandenen Manuskriptteile erheblich {iber-
arbeitet. Leider ist im Nachlafl nur das Manuskript der ersten sechs Kapitel
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vorhanden. Wahrend das urspriingliche Manuskript mit schwarzer Tinte ge-
schrieben war, finden sich zahlreiche Korrekturen, Einschiibe und Ersetzungen
mit blauer Tinte; einige Paragraphen sind vollstiandig neu verfaft (Kap.1, §§1
und 11, Kap. 2, §§1-3, Kap. 4, §§3-5).”7 Blaue Tinte verwandte HAUSDORFF in
Greifswald spétestens ab 13.8.1913.7® HAUSDORFF scheint auch nach Insatzga-
be der ersten Teile weiter am Manuskript gearbeitet zu haben, denn Satz und
Korrekturen haben mehr als 7 Monate in Anspruch genommen.”™ Die Grund-
ziige der Mengenlehre miissen bereits in der ersten Aprilhélfte des Jahres 1914
erschienen sein, denn schon am 20.4.1914 dankt HAUSDORFF in einem Brief an
HILBERT fiir ,Jhre freundlichen Worte iiber mein Buch...“%° In dem bereits
erwiahnten Brief an ENGEL vom 24.5.1914 &ufert er sich zufrieden iiber sein
Werk — nicht ohne einen kriftigen Schufs Ironie und ein wenig Untertreibung:

Lieber und verehrter Herr College, haben Sie vielen Dank fiir Thre
freundlichen Worte iiber mein Buch. Ich hoffe, dass es wirklich eine relativ
anstindige Leistung ist und als solche auch Thnen, der Sie mich in den
erleuchteten Kreis der Ordinarien beférdert haben, eine nachtrégliche
Rechtfertigung ertheilt.®!

2. Monographien und Lehrbiicher zur Mengenlehre bis 1914

2.1 Cantors Beitrdge zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre

Zwischen CANTORs erster mengentheoretischer Publikation®? und dem Er-
scheinen von HAUSDORFFs Grundziigen liegen genau vier Jahrzehnte. Es waren
dies Jahrzehnte einer Entwicklung, in deren Ergebnis HAUSDORFF schlieflich
einen Satz formulierte, der damals mehr kiithne Prognose als allgemein ak-
zeptierte Realitdt war, der jedoch in der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts
zunehmend als verwirklicht angesehen wurde:

Die Mengenlehre ist das Fundament der gesamten Mathematik; [. . . |*®

Man hat die mengentheoretisch-axiomatisch fundierte Strukturmathematik®*
des 20.Jahrhunderts — wohl in Anlehnung an B.L. VAN DER WAERDENSs 1930/31

7"NL HausporrF: Kapsel 27: Fasz. 99.

"8Die letzte datierte Aufzeichnung im Nachlaf mit schwarzer Tinte ist vom 31.5.1913, die
erste mit blauer Tinte vom 13.8.1913, beide im Fasz. 1138. Alle auf den 13.8.1913 folgenden
datierten Aufzeichnungen sind bis nach dem 1. Weltkrieg mit blauer Tinte geschrieben. In den
zwanziger Jahren verwandte HAusDORFF violette Tinte; schwarze Tinte hat er nicht wieder
verwendet.

79Im Nachlaf, Kapsel 29, Fasz. 102 befinden sich die Bogenkorrekturen ab S. 97. Der erste
vorhandene Bogen (S. 97-112) trigt den Datumsstempel 3.9.1913, der letzte (S. 433—Schluf)
wurde von der Setzerei Metzger & Wittig in Leipzig am 31.3.1914 gestempelt. Die Insatzgabe
hat demnach spdtestens im August 1913 begonnen, die Bindearbeiten frithestens am 1.4.1914.

80N, HILBERT, a.a.O., Nr.136. HiLBERTS Brief ist im Nachlal HAUSDORFFs nicht mehr
vorhanden.

8INL ENGEL, a.a.0.

82[Ca 1874].

83[H 1914a], S. 1

847Zum Begriff der mathematischen Struktur s.[Bou 1948].



erschienene ,Moderne Algebra“ — oft ,Moderne Mathematik* genannt. HAUS-
DORFF war ein Protagonist dieser ,Mathematischen Moderne“®3; seine Grund-
ziige haben zu ihrer Herausbildung einen wesentlichen Beitrag geleistet. Wenn
in den letzten Jahrzehnten wieder stirker konkrete, z.T. klassische Fragestellun-
gen in den Mittelpunkt der Aufmerksamkeit der Mathematiker geriickt sind, so
geschieht dies doch stets auf der Grundlage der ,modernen* Strukturtheorien;
die Losung des Fermatproblems durch A. WILES ist dafiir ein eindrucksvolles
Beispiel.

Die Anfange der Punktmengenlehre entstanden aus Fragestellungen der Ana-
lysis, insbesondere der Theorie der Fourierreihen.®® In enger Verbindung mit
der Ausgestaltung der Punktmengenlehre entwickelte CANTOR auch eine Theo-
rie beliebiger transfiniter Mengen, die allgemeine Mengenlehre, mit ihrem Kern-
stiick, der Theorie der transfiniten Ordinal- und Kardinalzahlen. Diese Theorie
wurde erstmals 1883 der mathematischen Offentlichkeit priisentiert, als Teil
V von CANTORs sechsteiliger Arbeit Uber unendliche lineare Punktmannich-
faltigkeiten in den Mathematischen Annalen®” und als separates Biichlein bei
Teubner in Leipzig unter dem Titel Grundlagen einer allgemeinen Mannich-
faltigkeitslehre — Ein mathematisch-philosophischer Versuch in der Lehre des
Unendlichen. Dieses Werk wich erheblich vom Standard ab, der sonst in den
Mathematischen Annalen iiblich war. Es enthélt neben den mathematischen
Darlegungen ausfiihrliche historische Betrachtungen und umfangreiche philo-
sophische Auseinandersetzungen iiber das Aktual-Unendliche, ferner CANTORS
Ansichten iiber die Existenz mathematischer Gegensténde und eine versteckte
Polemik gegen LEOPOLD KRONECKER (1823-1891) mit CANTORs beriihmtem
Bekenntnis zur Freiheit der Mathematik. Die grundlegenden mathematischen
Begriffe und Ideen werden nur in referierendem Stil und fast ohne Benutzung
von Formeln prisentiert. Bei mehreren Sétzen wird der Leser auf zukiinftige
Beweise verwiesen.

Die Redaktion der Mathematischen Annalen hat eine kithne Tat voll-
bracht, sich aber auch ein unvergéngliches Verdienst erworben, indem sie
die Spalten ihrer Zeitschrift diesen Ideen 6ffnete, |...]%®

so schrieb ABRAHAM FRAENKEL (1891-1965) in einem Ged&chtnisartikel auf
CANTOR im Jahre 1930. Das Hauptanliegen CANTORs in den Grundlagen ist
die allgemeine Einfiihrung der transfiniten Ordinalzahlen unabhéngig von den
Ableitungsordnungen von Punktmengen. Dazu dienen die zwei CANTORschen
Erzeugungsprinzipien: Das erste sichert den Ubergang von a zu « + 1 fiir jede
Ordinalzahl a, das zweite den Ubergang von einer transfiniten wohlgeordneten

85Vgl. [Me 1990], S.25fF, S.165fF.

86Die Darstellung in diesem Abschnitt konzentriert sich auf den Vergleich der Grundzige
mit vor 1914 erschienenen einschligigen Monographien und Lehrbiichern und auf historische
Bemerkungen zur allgemeinen Mengenlehre. Zum historischen Kontext der topologischen
Kapitel der Grundziige, insbesondere zur Entwicklung der Punktmengenlehre, s. den Artikel
Zum Begriff des topologischen Raumes, dieser Band, S.675 ff.

87[Ca 1883].

88[Fr 1930], S. 200.



Menge von Ordinalzahlen ohne grofites Element zur zugehdrigen Limeszahl.
Um das zweite Erzeugungsprinzip zu formulieren, wird der grundlegende Be-
griff der Wohlordnung eingefiihrt. Das sogenannte Hemmungsprinzip fiihrt zu
gewissen natiirlichen Einschnitten in der Ordinalzahlreihe, den Zahlklassen.
Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet CANTOR als die erste Zahlklasse,
ihre Méchtigkeit nennt er die Méchtigkeit erster Klasse (spéter von ihm mit
Ng bezeichnet). Das Hemmungsprinzip erzeugt nun den nichsten Einschnitt,
indem es verlangt, dass eine Zahl «, welche mittels der beiden Erzeugungsprin-
zipien erzeugt ist, genau dann zur zweiten Zahlklasse gehort, wenn die Menge
der dem a vorangehenden Zahlen die Michtigkeit der ersten Zahlklasse besitzt.
CANTOR beweist, daf die Méchtigkeit der zweiten Zahlklasse (spater mit ¥
bezeichnet) die auf Ry folgende néchstgrofere Machtigkeit ist. Es ist dies einer
der wenigen Beweise in den Grundlagen; freilich einer von fundamentaler Be-
deutung. Die dritte Zahlklasse und damit die Machtigkeit No wiirde sich aus
dem Hemmungsprinzip ergeben als die Menge derjenigen «, fiir die {8; 8 < a}
die Méchtigkeit X; hat. Es heifst bei CANTOR:

Ebenso ergiebt die dritte Zahlenclasse die Definition der dritten Méch-
tigkeit oder der Michtigkeit dritter Classe u.s.w. u.s.w. %

CANTOR kommt beziiglich der Definition der Aleph-Reihe iiber dies vage ,,usw*
nicht hinaus. Sein Resiimé lautet folgendermafien:

Auf diesem Wege, mit Beobachtung dieser drei Principe kann man
mit der grossten Sicherheit und Evidenz zu immer neuen Zahlenclassen
und mit ihnen zu allen in der kérperlichen und geistigen Natur vorkom-
menden, verschiedenen, successive aufsteigenden Machtigkeiten gelangen
und die hierbei erhaltenen neuen Zahlen sind dann immer durchaus von
derselben concreten Bestimmtheit und gegenstidndlichen Realitit wie die
fritheren; ich wiisste daher fiirwahr nicht, was uns von dieser Thétigkeit
des Bildens neuer Zahlen zuriickhalten sollte, sobald es sich zeigt, dass
fiir den Fortschritt der Wissenschaften die Einfiihrung einer neuen von
diesen unzidhligen Zahlenclassen in die Betrachtungen wiinschenswerth
oder sogar unentbehrlich geworden ist.%

An dieser Stelle bemerkte ZERMELO, der Herausgeber von CANTORs Gesam-
melten Werken, daft die drei CANTORschen Prinzipien schon fiir die Bildung
der w-ten Zahlklasse nicht ausreichen.®!

Zur Rezeption des CANTORschen Werkes insgesamt schrieb FRAENKEL:

[er ...] hegte den begreiflichen Wunsch nach Anerkennung seines
Werkes durch die Kollegen und nach wissenschaftlichem Einfluff auf die
angehenden Forscher. Im ganzen blieb ihm dies versagt. %2

89[Ca 1883], S. 548.

POEhd., S.581.

91Dies hatten schon THORALF SkoLEM (1887-1963) [Sk 1922] und A. FRAENKEL [Fr 1922]
bemerkt.

92[Fr 1930], S.208.



FRAENKELs Urteil wurde 6fter kolportiert; es ist jedoch so nicht zutreffend.’?
Die Rezeption des CANTORschen Werkes war zweigeteilt: Seine Beitrage zur
Theorie der Punktmengen wurden sofort rezipiert. Sie lagen im Strom da-
mals hochaktueller Forschungen iiber Integrationstheorie und Fourierentwick-
lung und waren von CANTOR mathematisch wesentlich besser durchgebildet
als seine allgemeine Mengenlehre, aus der fiir die Punktmengentheorie nur die
Zahlen der zweiten Zahlklasse und die Unterscheidung von abzidhlbaren Mengen
und Mengen von Kontinuumsméchtigkeit benutzt wurden. Forscher wie PAUL
DU Bo1s-REYMOND (1831-1889) und AXEL HARNACK (1851-1888) arbeiteten
parallel an dhnlichen Fragen. GOSTA MITTAG-LEFFLER (1846-1927) und HEN-
RI POINCARE (1854-1912) zeigten die Fruchtbarkeit der Punktmengentheorie in
der Funktionentheorie. ULISSE DINT (1845-1918) verwandte die Ableitung von
Punktmengen in der Theorie der reellen Funktionen; sein Lehrbuch [Di 1878]
spielte eine wichtige Rolle bei der weiteren Entwicklung dieses Gebiets. Das Di-
mensionsproblem, das mit CANTORs 1878 gefilhrtem Beweis der Gleichméchtig-
keit von [0, 1]™ und [0, 1] aufgeworfen worden war, wurde von CANTOR selbst so-
wie von JOHANNES THOMAE (1840-1921), JAKOB LUROTH (1844-1910), ENNO
JURGENS (1849-1907) und EUGEN NETTO (1846-1919) bearbeitet, wenn auch
nicht mit endgiiltigem Erfolg?*. GrusepPE PEANO (1858-1939) und D. Hir-
BERT leisteten durch die Konstruktion stetiger Streckenbilder, die eine Fliche
erfiillen, wesentliche Beitrige zu diesem Fragenkreis. CANTORs Ansitze zum
Inhaltsproblem wurden von PEANO und CAMILLE JORDAN (1838-1922) zu ei-
ner Theorie des additiven Inhalts ausgebaut. Es zeigte sich im Verlaufe der
achtziger und neunziger Jahre des 19. Jahrhunderts immer deutlicher, daf die
Punktmengenlehre fiir die Weiterentwicklung der Mafs- und Integrationstheorie
und der Theorie der reellen Funktionen die geeignete Grundlage darstellte.

Ganz anders verlief die Rezeption von CANTORs allgemeiner Mengenleh-
re. Sie wurde fast vollstdndig ignoriert und von einer Reihe von Mathemati-
kern sogar strikt abgelehnt. KRONECKERs Opposition ist wohlbekannt. Ahnlich
scharf ablehnend reagierte CHARLES HERMITE (1822-1901) in einem Brief an
MITTAG-LEFFLER vom April 1883.9° Selbst ein Forscher wie RICHARD DE-
DEKIND (1831-1916), der 1888 in seiner Schrift Was sind und was sollen die
Zahlen? Begriffe und Ideen einfiihrte, die spéter zum Kernbestand der allgemei-
nen Mengenlehre gehorten®®, konnte sich mit CANTORs Theorie der transfiniten
Ordnungszahlen und sukzessive aufsteigenden Méchtigkeiten nicht anfreunden
— jedenfalls hat er nie darauf Bezug genommen. CANTOR hatte in den Grund-
lagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre auch kein einziges Motiv aus
der damals bekannten Mathematik dafiir anfiihren kénnen, warum man belie-
bige Mengen mit beliebig grofen Michtigkeiten betrachten solle. Zudem waren

938, dazu [Pul 1987], S.72-73, und [F 1999], S. 282-284.

94Dje frithen Bemiihungen, die Invarianz der Dimension bei Homdomorphismen zu bewei-
sen, sind bei [Jo 1979], S. 146-162, eingehend behandelt.

95 Abgedruckt bei [Mo 1989], S. 96.

963, dazu die einfiihrenden Bemerkungen von G. Asser zur 11. Auflage von Was sind und
was sollen die Zahlen?, Berlin 1967.



seine diesbeziiglichen Ausfiihrungen — wie bereits erwdhnt — noch sehr vage.
Vielleicht wére die Rezeption der allgemeinen Mengenlehre giinstiger verlaufen
und viel schneller erfolgt, wenn CANTOR selbst dazu weiter publiziert und seine
Ideen ausfiihrlicher dargestellt hétte. Er zog sich jedoch nach 1885 fiir einige
Jahre aus den mathematischen Journalen vollstéindig zuriick. 7 Erst 1892 er-
schien wieder eine mathematische Arbeit CANTORS, und zwar im Band I des
Jahresberichts der Deutschen Mathematikervereinigung”®, deren erster Vorsit-
zender CANTOR war. Er bewies dort den fiir die Mengenlehre grundlegenden
und in vieler Beziehung folgenreichen Satz, daf die Menge aller Teilmengen
einer gegebenen Menge M eine gréfere Michtigkeit als M hat.”®

CANTOR mag schlieflich selbst die Notwendigkeit empfunden haben, die Ver-
breitung und Anerkennung seiner allgemeinen Mengenlehre durch eine sorgfil-
tig ausgearbeitete Darstellung zu beférdern. Jedenfalls erschienen 1895 und
1897 in den Mathematischen Annalen in zwei Teilen von insgesamt reichlich
70 Seiten Umfang seine Beitrige zur Begrindung der transfiniten Mengenleh-
re.'% CANTOR verzichtete hier vollkommen auf historische oder philosophische
Argumentationen und legte groften Wert auf mdoglichst klare Definitionen der
grundlegenden Begriffe und auf ausgefiihrte Beweise. Die Anmerkungen zu die-
ser Arbeit in CANTORs Gesammelten Abhandlungen beginnt ZERMELO mit
folgenden Worten:

Die vorstehende, in zwei Abteilungen im Abstande von zwei Jah-
ren erschienene Abhandlung, die letzte Verdffentlichung CANTORS iiber
die Mengenlehre, bildet den eigentlichen Abschlufs seines Lebenswerkes.
Hier erhalten die Grundbegriffe und Ideen, nachdem sie sich im Laufe
von Jahrzehnten allmdhlich entwickelt haben, ihre endgiiltige Fassung,
und viele Hauptsitze der ,allgemeinen Mengenlehre finden erst hier ih-
re klassische Begriindung.!®!

An die Spitze der Beitrdge stellt CANTOR seine beriihmte Mengendefinition'??
und die Definition des Begriffs , Kardinalzahl” (synonym verwendet CANTOR
die Bezeichnung ,Michtigkeit*).1°® Nach Einfiihrung der Kleinerbeziehung fiir
Kardinalzahlen stellt CANTOR fest, daf fiir zwei Kardinalzahlen a, b nur eine
der drei Beziehungen a = b, a< b, a> b eintreten kann. Dafs auch tatséchlich
eine dieser drei Beziehungen stets eintritt, d.h.daf zwei Kardinalzahlen der
Grofse nach stets vergleichbar sind, verspricht CANTOR mittels der Alephfolge
spéter zu beweisen; er konnte dieses Versprechen allerdings nicht einlsen, weil
er nicht beweisen konnte, daft jede Menge wohlgeordnet werden kann und damit

973, [F 1999], S.284.

98[Ca 1892].

99Nach B. RusseLLs eigenem Zeugnis ([Rus 1959], S. 75) hat ihn das Nachdenken iiber
diesen Satz auf die nach ihm benannte Antinomie gefiihrt.

100[Ca 1895/1897].

101[Ca 1932, S. 351.

1027ur Problematik dieses sogenannten naiven Mengenbegriffes bei CanTor s. [Pul 1987],
S. 158 ff., siehe auch diesen Band, S.577.

1037um Begriff der Kardinalzahl s.diesen Band, S. 634 fF.



jede Kardinalzahl ein Aleph ist. Den spiter nach ERNST SCHRODER (1841-
1902) und BERNSTEIN benannten Aquivalenzsatz'®* behandelt CANTOR als
Folgerung aus dem Vergleichbarkeitssatz; da dieser offen blieb, war auch die
Frage, ob aus a < b, b < a stets a = b folgt, ein offenes Problem.

Es folgen dann in den Beitrigen die Definitionen von Summe, Produkt und
Potenz zweier Kardinalzahlen. Hier erscheinen zu zwei Mengen M, N als neue
Mengenbildungen erstmals die Produktmenge M x N und die , Belegungsmen-
ge“ MY (die Menge aller Funktionen auf N mit ,Werten“ in M). Nach Be-
trachtungen iiber Ny als kleinste transfinite Kardinalzahl stellt CANTOR mit
folgenden Bemerkungen die Konstruktion der Aleph-Folge in Aussicht, welche,
da CANTOR von der Giiltigkeit des Wohlordnungssatzes liberzeugt war, nach
seiner Meinung jede Kardinalzahl enthalten mufs:

Aus Xg geht nach einem bestimmten Gesetze die ndchstgrossere Car-
dinalzahl Y;, aus dieser nach demselben Gesetze die ndchstgrossere Ro
hervor und so geht es weiter.

Aber auch die unbegrenzte Folge der Cardinalzahlen

No, Ry, No, ... Ny,

erschopft nicht den Begriff der transfiniten Cardinalzahl. Es wird die Exi-
stenz einer Cardinalzahl nachgewiesen werden, die wir mit 8., bezeichnen
und welche sich als die zu allen R, ndchstgrossere ausweist; aus ihr geht
in derselben Weise wie N; aus Ng eine néchstgrossere N, 41 hervor, und
so geht es ohne Ende fort.

Zu jeder transfiniten Cardinalzahl a giebt es eine nach einheitlichem
Gesetz aus ihr hervorgehende ndchstgrissere; aber auch zu jeder unbe-
grenzt aufsteigenden wohlgeordneten Menge {a} von transfiniten Cardi-
nalzahlen a gibt es eine ndchstgrissere, einheitlich daraus hervorgehen-
de 105

CANTOR hat die hier ausgesprochenen Behauptungen jedoch nicht bewiesen, da
er in der Theorie der Ordinalzahlen {iber die zweite Zahlklasse nicht hinausging.
Eine befriedigende Einfiihrung der sukzessiven Alephs war somit ebenfalls ein
offenes Problem.

Auf die Kardinalzahltheorie folgt in den Beitrdgen die Theorie der geordne-
ten Mengen und ihrer Ordnungstypen.'%® Die Ordinalzahlen werden dann als
Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen eingefiihrt; die Erzeugungsprinzipien
spielen keine Rolle mehr. Auch das Hemmungsprinzip wird nicht mehr benotigt:
die zweite Zahlklasse ist die Menge der Ordnungszahlen abzéhlbarer wohlgeord-
neter Mengen. CANTOR zeigt wie schon in den Grundlagen einer allgemeinen
Mannichfaltigkeitslehre, daf deren Méachtigkeit Ny die auf Ny néchstfolgende
Machtigkeit ist. Im Anschluss daran behandelt er die Ordinalzahlarithmetik

104Der Aquivalenzsatz sollte besser nach DEDEKIND und BERNSTEIN benannt werden; s. dazu
Anm. [19] zum Text der Grundzige, dieser Band, S.587.

105[Ca 1895/1897], S.495-496.

1063, dazu ausfiihrlicher diesen Band, S.686.



fiir die Zahlen der zweiten Zahlklasse und schliefst die Beitrdge mit einem Pa-
ragraphen iiber die sogenannten e-Zahlen der zweiten Zahlklasse (die kritischen
Zahlen der Normalfunktion f(a) = w®).!7 CANTOR hatte noch einen dritten
Teil der Beitrige geplant, in dem er den Wohlordnungssatz beweisen wollte!8;
dieser dritte Teil ist jedoch nicht erschienen.

CANTORS Beitrige zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre kbnnen —
obwohl als Zeitschriftenartikel erschienen — mit Fug und Recht als ein erstes
Lehrbuch der allgemeinen Mengenlehre betrachtet werden. Sie erschlossen die-
ses neue Gebiet in systematischer Darstellung ohne Riickgriff auf die reellen
Zahlen und unabhéngig von der Theorie der Punktmengen. Die grundsétzlichen
Probleme, die offen geblieben waren, iibten einen besonderen Reiz auf junge
Mathematiker aus. Das Erscheinen in den Mathematischen Annalen sicherte ei-
ne weite Verbreitung. Hinzu kam, daf der erste Teil sofort ins Franzosische und
Ttalienische iibersetzt wurde; eine komplette franzosische Ubersetzung erschien
1899.

2.2 Erste franzosische Monographien

Im Jahre 1898 kam in Paris ein sehr einflufireiches Buch heraus, EMILE Bo-
RELs (1871-1956) Lecons sur la théorie des fonctions. Es war die iiberarbei-
tete Niederschrift einer Vorlesung an der Ecole Normale vom Friihjahr 1897.
Nachdem BOREL in der Einleitung auf die groffe Tradition der Theorie der
reellen und komplexen Funktionen in Frankreich verwiesen hat (Lehrbiicher
und Monographien von HERMITE, JORDAN, PICARD, MERAY, DEMARTRES,
TANNERY/MOLK), heifit es:

Mais la lecture des Mémoires originaux devient chaque jour plus dif-
ficile pour celui qui connait seulement de la Théorie des fonctions les par-
ties regardées actuellement comme classiques; il m’a dés lors semblé qu’on
pouvait chercher & faire ceuvre utile en tentant d’exposer, d’'une manié-
re élémentaire, certaines recherches qui, bien que relativement récentes,
prennent chaque jour une importance plus considérable. De ce nombre
est la théorie des ensembles: c’est 4 elle qu’est consacré cet Ouvrage.'®’

In der Tat kann das Buch bis zum gewissen Grade als ein Lehrbuch der Mengen-
lehre angesehen werden. Im Kapitel I wird der Begriff der M#chtigkeit erklért;
die abzdhlbaren Mengen und die Mengen von Kontinuumsméchtigkeit werden
anhand von Beispielen eingehender behandelt. Auf andere Méchtigkeiten geht
BOREL nicht ein; er schreibt mit Blick auf die Begriffe ,abzihlbar und ,yon
Kontinuumsméichtigkeit:

Ces notions nous suffiront pour les applications que nous avons en

vue.'t0

1073, diesen Band, S.214.

1085 dazu [F 1999], S. 294-296.
109[Bo 1898], S. VII-VIII.
HO0Ebd., S. 20.



Kapitel IT behandelt aus der Mengenlehre die Abzédhlbarkeit der Menge der
algebraischen Zahlen, ferner Ergebnisse von HERMITE und JOSEPH LIOUVILLE
(1809-1882) iiber Transzendenz und diophantische Approximationen. Kapitel
ITT ist den Punktmengen gewidmet. Behandelt werden perfekte Mengen, insbe-
sondere die Konstruktion perfekter nirgends dichter Mengen. Ferner wird unter
der Uberschrift ,Les ensembles mesurables® die fiir die Entwicklung der Maf-
und Integrationstheorie dusserst folgenreiche neue Idee prisentiert, anstelle der
Additivitat des Inhalts die o-Additivitat zu fordern. Die restlichen drei Kapitel
behandeln Anwendungen der bereitgestellten Grundlagen auf die Funktionen-
theorie (analytische Fortsetzung, Theoreme von MITTAG-LEFFLER) und die
Theorie der reellen Funktionen (Konvergenzmengen von Funktionenreihen). In
Anhingen (Notes) geht BOREL auf weitere mengentheoretische Themen ein. In
Note I wird erstmals ein Beweis fiir den bei CANTOR noch offen gebliebenen
Aquivalenzsatz publiziert. In einer Fufinote merkt BOREL an, daf F. BERN-
STEIN diesen Beweis gefunden und 1897 in CANTORS Seminar vorgetragen habe.
CANTOR habe ihm den Beweis auf dem Internationalen Mathematikerkongref;
in Ziirich mitgeteilt und ihm erlaubt, ihn in die Leg¢ons aufzunehmen. Ferner
bringt BOREL in Note I CANTORs Satz, dak die Potenzmenge einer Men-
ge M eine hohere Méchtigkeit als M hat. Note II bringt zunéchst pu Bors-
REYMONDs Theorie der ,,Unendlich“!'! und dann einen nur knapp dreiseitigen
Abrifs der Theorie der transfiniten Ordnungszahlen unter dem Titel ,Nombres
de M. G. Cantor*.

BoOREL fungierte als Begriinder und Herausgeber einer beriihmten Serie von
Monographien ,,Collection de monographies sur la théorie des fonctions®, welche
es bis 1930 auf 34 Titel brachte. Seine Legons wurden als der erste Band der
,Collection gezdhlt. 1905 erschien in dieser Serie ein weiterer Titel von Bo-
REL: Legcons sur les fonctions de variables réelles et les développements en séries
de polynomes ([Bo 1905]), welcher auch ein kurzes Kapitel ,Notions générales
sur les ensembles” enthielt. Hier waren auch einige seit 1898 erzielte neuere
Ergebnisse, z. B. iiber Mengen erster Kategorie, eingearbeitet. Den entschei-
denden Beitrag zur Verbreitung der Mengenlehre in Frankreich hatten aber die
Legons von 1898 geleistet. In der Rezension von [Bo 1905] im Jahrbuch diber
die Fortschritte der Mathematik heifst es:

In dem ersten Kapitel kommt Borel auf die Mengenlehre zuriick, de-
ren Einfiihrung in Frankreich durch seine ,Legons sur la théorie des fonc-
tions “ vom Jahre 1898 so sehr gefordert worden ist; [...]|"*?

Die CaNTORsche Theorie der Ordnungszahlen, die BOREL nur sehr kurz ge-
streift hatte, war fiir RENE BAIRE (1874-1932) und seine Klassifikation der
Funktionen von grofster Bedeutung. In BAIREsS Lecons sur les fonctions dis-
continues ([B 1905]), welche auch in der BORELschen ,Collection® erschienen,
wurde dieser Teil der Mengenlehre im Kapitel IT ,,Les ensembles bien ordonnés

119, diesen Band, S.685.
2 Jahrbuch diber die Fortschritte der Mathematik, Band 36 (1905), S.436. Autor dieser
Besprechung war E. STAECKEL.



et les nombres transfinis“ eingehend behandelt, gefolgt von einem Kapitel iiber
lineare Punktmengen. Auch diese Monographie wurde spéter als wichtige Quel-
le zur Mengenlehre zitiert.

In BORELs Legons von 1898 deutet sich schon eine Tendenz an, die in der
Folgezeit fiir die franzosische Schule der Theorie der reellen Funktionen und der
Mafstheorie um BOREL, BAIRE und HENRI LEBESGUE (1875-1941) charakte-
ristisch war: Breite Nutzung und schopferische Weiterentwicklung der Punkt-
mengentheorie (was die Verwendung der Zahlen der zweiten Zahlklasse und die
Unterscheidung in abzdhlbare Mengen und Mengen von Kontinuumsméichtig-
keit einschlof) bei gleichzeitiger Ablehnung von CANTORs allgemeiner Theorie
beliebiger Mengen von beliebiger Méchtigkeit.!!?

2.3 Die Gottinger Schule. Schoenflies’ erster Bericht

In Deutschland hatte ab Mitte der neunziger Jahre Gottingen (mit FELIX
KLEIN (1849-1925), D. HILBERT und (ab 1902) HERMANN MINKOWSKI (1864
1909)) Berlin als fiihrendes mathematisches Zentrum abgelost. Fiir die Rezepti-
on der CANTORschen Ideen zur allgemeinen Mengenlehre und fiir deren Weiter-
entwicklung war ausschlaggebend, daf die Gottinger Mathematiker CANTOR
hoch schéitzten, die grofe Bedeutung seiner Schopfungen frith erkannten und
junge Mathematiker ermutigten, auf dem Gebiet der Mengenlehre zu arbeiten.
FRAENKEL hat 1930 — wie bereits erwéhnt — von einer ,kiihnen Tat* der Redak-
tion der Mathematischen Annalen gesprochen, den Teil V von CANTORs Uber
unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten abzudrucken. In Wahrheit war es
F. KLEIN allein, der diese kithne Tat vollbrachte.''* Auch in KLEINs Lieb-
lingsprojekt, der Encyklopdidie der Mathematischen Wissenschaften mit Ein-
schluss ihrer Anwendungen fand im Band I ein Artikel iber Mengenlehre von
A. SCHOENFLIES Platz.!1?

H. MINKOWSKI hat zwar nie iiber Mengenlehre gearbeitet, er gehdrte jedoch
friih zu CANTORs Verehrern. 1895 schrieb er in einem Brief an HILBERT:

Das Aktual-Unendliche ist ein Wort, das ich aus einem Aufsatz von
Cantor habe, und ich habe in meinem Vortrage auch grosstentheils Sétze
von Cantor gebracht, die allgemeines Interesse fanden; nur wollten eini-
ge nicht recht daran glauben. [...] Bei dieser Gelegenheit habe ich von
Neuem wahrgenommen, daf Cantor doch einer der geistvollsten lebenden
Mathematiker ist.''®

In seinem Nachruf auf MINKOWSKI hebt HILBERT dieses Urteil besonders her-
vor und fahrt dann fort:

1374 den franzosischen ,Halbintuitionisten Baire, BoreL und LEBESGUE s. [Mo 1982],
S. 92-103.

14Djes geht aus den Briefen CanTors an KreiN hervor ([Pul 1987], Dokumentenanhang
Nr. 3,9, 10-12).

L15[Sch 1898]. Dieser ist allerdings nur 24 Seiten lang und enthélt leider neben histori-
schen Fehlern (z. B. wird behauptet, CANTOR habe schon 1873 die Aquivalenz von Kontinua
verschiedener Dimension bewiesen) auch fachliche Unzulénglichkeiten (im Absatz 5 ,,Die Ord-
nungstypen).

116[Min 1973], S. 68.



Der Umstand, dafs ein Mann wie Minkowski, der das exakte Schliefen
in der Mathematik gewissermafien verkorperte und dessen Sinn fiir echte
Zahlentheorie iiber allem Zweifel war, so urteilte, ist der Verbreitung der
Cantorschen Theorie |. . .| sehr zustatten gekommen.''”

Mboglicherweise spielt HILBERT hier auf A. HURWITZ’ Vortrag auf dem 1. Inter-
nationalen Mathematikerkongref in Ziirich an, der — wie bereits erwéhnt — fiir
CANTORS Ideen eine erste 6ffentliche Anerkennung vor grofsem internationalem
Publikum bedeutete.''® MINKOWSKI und HURWITZ waren damals Kollegen an
der ETH Ziirich und es ist gut moglich, dafl MINKOWSKIs Begeisterung fiir
CANTORS Ideen nicht ohne Einflufs auf HURWITZ war.

HILBERT selbst hat in seinem Vortrag Mathematische Probleme auf dem 2.
Internationalen Mathematikerkongreft in Paris im August 1900 die offenen Fra-
gen der Mengenlehre an die Spitze seiner Problemliste geriickt. Unter Problem
Nr.1 nennt er CANTORs Kontinuumhypothese als einen Satz, dessen Beweis
trotz eifrigster Bemiihungen bisher nicht gelungen sei; ferner wiinscht er einen
Beweis fiir die Moglichkeit, das Kontinuum der reellen Zahlen wohlzuordnen.
Unter Nr.2 verlangt HILBERT zunichst einen Beweis fiir die Widerspruchs-
freiheit der arithmetischen Axiome. Aber er geht hier noch wesentlich weiter.
Nachdem er seine wohlbekannte Auffassung von der Existenz mathematischer
Gegenstéinde erlautert hat, heifit es:

Der Begriff des Continuums oder auch der Begriff des Systems aller
Functionen existirt dann in genau demselben Sinne wie etwa das System
der ganzen rationalen Zahlen oder auch wie die hheren CANTORschen
Zahlklassen und Maichtigkeiten. Denn ich bin iiberzeugt, daf auch die
Existenz der letzteren in dem von mir bezeichneten Sinne ebenso wie die
des Continuums wird erwiesen werden konnen — im Gegensatz zu dem
System aller Méchtigkeiten iiberhaupt oder auch aller CANTORschen
Alephs, fiir welches, wie sich zeigen 14fst, ein widerspruchloses System von
Axiomen in meinem Sinne nicht aufgestellt werden kann und welches da-
her nach meiner Bezeichnungsweise ein mathematisch nicht existirender
Begriff ist.!1°

Diese Passage ist in zweifacher Hinsicht besonders bemerkenswert. Zum einen
wurde hier die Uberzeugung ausgesprochen, daf ein widerspruchsfreies Axio-
mensystem der Mengenlehre moglich sein miifste und damit implizit die Auffor-
derung, ein solches Axiomensystem aufzustellen. Zum anderen wurde hier vor
einer grofen Offentlichkeit klar zum Ausdruck gebracht, daf Begriffe wie ,Men-
ge aller Miachtigkeiten” oder ,Menge aller Alephs* (und damit auch ,Menge al-
ler Ordinalzahlen®) widerspriichlich sind und folglich als mathematische Begriffe
im HILBERTschen Sinne nicht existieren. Ein Axiomensystem der Mengenlehre
mufite also den Weg zu diesen antinomischen ,Mengenbildungen“ abschnei-
den.'20

H7[Hi 1909/1910], S. 467.

11874 HurwiTz’ Vortrag s. diesen Band, S.682.

LI9[Hi 1900], S. 266.
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An einen Gottinger Mathematiker, ndmlich an A. SCHOENFLIES, hatte die
Deutsche Mathematikervereinigung auch den Auftrag erteilt, einen Bericht
iiber ,,Curven- und Punktmannigfaltigkeiten“ zu erstatten.'?' Teil I des Be-
richts erschien 1900 im Jahresbericht der DMV.'?2 Der SCHOENFLIESsche Be-
richt war die bis zu diesem Zeitpunkt umfassendste Darstellung der Mengen-
lehre und ihrer Anwendungen. Er gliedert sich in drei Abschnitte: I. Allgemeine
Theorie der unendlichen Mengen, II. Theorie der Punktmengen, III. Anwen-
dung auf Funktionen reeller Variablen. Im Vorwort spricht SCHOENFLIES selbst
davon, dafs der Bericht in den ersten beiden Abschnitten ,mehr die Form ei-
nes Lehrbuchs angenommen®“ habe. Das ist in der Tat der Fall; allerdings geht
SCHOENFLIES kaum iiber das hinaus, was man auch schon bei CANTOR finden
konnte. Die grundlegenden Begriffsbildungen (Menge, Kardinalzahl, Ordnungs-
typus, Ordnungszahl) werden unveréndert von CANTOR iibernommen. Neu ist
im ersten Abschnitt iiber allgemeine Mengenlehre im Vergleich zu [Ca 1895/97]
die Unendlichkeitsdefinition von DEDEKIND und der Beweis des DEDEKIND-
BERNSTEINschen Aquivalenzsatzes. Beziiglich der hoheren Zahlklassen bleibt
SCHOENFLIES vage. Nachdem er die Bildung der ersten drei Zahlklassen erldu-
tert hat, schreibt er:

So kann man fortfahren; es erwichst so der Ausblick auf eine wohl-
geordnete Menge der Grofe nach geordneter Machtigkeiten

(A) Ro, X1, R, ... Ry, g, .. .,

und zwar ist jede als einer Zahlklasse zugehorig zu betrachten, die die
Gesamtheit aller Ordnungstypen darstellt, die einer Menge der vorherge-
henden Méachtigkeit entsprechen. CANTOR hat dafiir auch den Ausdruck
benutzt, dak die Ordnungstypen jeder Zahlklasse abzidhlbar werden durch
die Ordnungszahlen der nichstfolgenden Klasse. Doch ist man hier iiber
diese allgemeinen Definitionen und Formulirungen nicht hinausgekom-
men. Nur ist zu bemerken, daft die obige Reihe aller N der schon frither
erwihnten Reihe W dhnlich ist, die die Menge aller der Grofe nach ge-
ordneten Ordnungszahlen darstellt.!??

Aus diesem Zitat ist auch ersichtlich, daf SCHOENFLIES — ganz im Gegensatz
zu HILBERT — das Problem der Antinomien nicht erkannt hatte: Er spricht von
der wohlgeordneten Menge der Alephs und von der Menge W aller Ordnungs-

1883, daf die ,Menge* aller Kardinalzahlen oder die aller Ordinalzahlen keine transfini-
ten Mengen in seinem Sinne sind; s. dazu [Pu 1986|. In Briefen vom 26.9. und 2.10.1897
hatte CanTor HILBERT die Antinomie aller Alephs erliutert und versucht, ihm seine Un-
terscheidung zwischen transfiniten Mengen, die Gegenstand der Mathematik sind, und dem
wabsoluten Unendlich“, welches eine mathematische Erfassung nicht erlaubt, nahezubringen.
Ob CANTOR zu diesem Zeitpunkt die Arbeit von BuraLI-Forti [Bu 1897] schon kannte, ist
umstritten.

121ScHoENFLIES spricht im September 1900 davon, daf dieser Auftrag ,yor einigen Jahren®
an ihn ergangen sei. Er war ab 1899 Ordinarius in Konigsberg.

122[Sch 1900].
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zahlen.'?* Im zweiten Abschnitt bringt SCHOENFLIES zuniichst die Punktmen-
gentheorie des R”, so wie sie CANTOR bereits entwickelt hatte.'?> An Neuem
kommen die Konstruktion nirgendsdichter perfekter Mengen im R? und R3,
die Inhaltstheorie von PEANO und JORDAN sowie die von BAIRE eingefiihrten
Begriffe der Mengen erster und zweiter Kategorie hinzu. Die Erweiterung des
Inhaltsbegriffs auf o-additive Mafe durch BOREL wird kurz erwihnt, ohne dafs
deren grundsétzliche Bedeutung erkannt wird.

Im dritten Abschnitt, der vom Umfang her mehr als die Hélfte des Berichts
ausmacht, konzentriert sich SCHOENFLIES auf diejenigen Ergebnisse der Theo-
rie der reellen Funktionen, fiir welche die Punktmengentheorie von ausschlag-
gebender Bedeutung war. Es ist ihm hier gelungen, die Resultate einschlé-
giger Forschungen zahlreicher Mathematiker — erwédhnt seien G. Ascour, C.
ARrzELA, R. BAIRE, P. DU Bois-REymMonD, E. BorEL, T. BRODEN, G.
DarBoux, U. Dint, H. HANKEL, A. HARNACK, D. HILBERT, O. HOLDER,
C. JorpAN, A. KOEPCKE, H. LEBESGUE, G. PEANO, A. PRINGSHEIM, B.
RIEMANN, L. SCHEEFFER, H.A. SCHWARZ, ST. SMITH, J. THOMAE, CH.
DA LA VALLEE-PoOUSSIN, V. VOLTERRA, K. WEIERSTRASS — in der Form
eines Ergebnisberichts zusammenfassend darzustellen. Sein Bericht wurde im
Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik ausfiihrlich besprochen und hat
ohne Zweifel viel zur Verbreitung und Popularisierung der Mengenlehre beige-
tragen. Leider enthielt er eine Reihe von Fehlern, die SCHOENFLIES im zweiten
Teil'2® berichtigt hat; einige dieser Fehler fiihrten zu einem sehr unerquickli-
chen offentlichen Streit zwischen SCHOENFLIES und WILLIAM HENRY YOUNG
(1863-1942). HAUSDORFF hat den SCHOENFLIESschen Bericht nicht besonders
geschiitzt, wie man aus einem Brief an HILBERT'?" sieht.

2.4 Hausdorff iiber Russells The Principles of Mathematics

Mit BERTRAND RUSSELLs (1872-1970) 1903 erschienenem Buch The Prin-
ciples of Mathematics und mit GOTTLOB FREGEs (1848-1925) schockierter
Reaktion auf die ihm vorab mitgeteilte RUSSELLsche Antinomie!2® riickten die
Antinomien der Mengenlehre nachdriicklich in das 6ffentliche Bewufstsein. Da
RUSSELLs Antinomie — the contradiction, wie er sagte — auf rein logischen Be-
griffen beruhte, sah er die Notwendigkeit einer grundlegenden Reform der Lo-

124Fg ist eine weitverbreitete Meinung, daf C. BuraL-FoRrT1 1897 erstmals eine mengen-
theoretische Antinomie, ndmlich die Antinomie der ,Menge aller Ordnungszahlen® publiziert
habe. Das trifft jedoch so nicht zu; s. [MoGa 1981]. BUurALI-FoORTI zeigte in [Bu 1897], daf
die Trichotomie fiir eine gewisse Klasse von Ordnungstypen, welche er filschlicherweise fiir
Ordnungszahlen hielt, nicht zutrifft. Seine Beweiskette wurde erst nachtriglich von RusseLL
in The Principles of Mathematics ([Rus 1903]) zu einer Antinomie uminterpretiert und dann
als solche bekannt und BuraLI-FoRTI zugeschrieben. BuraLI-ForTis Arbeit selbst ist 5 Jahre
lang iiberhaupt nicht beachtet worden; auch SCHOENFLIES erwdhnt sie nicht.

1255 diesen Band, S.678-681.

126[Sch 1908a].

1273.S.49 dieser Einfiihrung.

1281n [Frege 1903]. ZErMELO hatte die RusseLLsche Antinomie bereits vor RUSSELL ent-
deckt, ohne sie aber einer gesonderten Publikation fiir wert zu halten; s.dazu [RTho 1981].
Man sollte deshalb besser von ZERMELO-RUSSELLscher Antinomie sprechen.



gik, um dann in einem geplanten und 1903 bereits angekiindigten Band II der
Principles die gesamte Mathematik darauf zu griinden. Einen Band II der Prin-
ciples hat RUSSELL jedoch nicht geschrieben, und dieses Vorhaben wurde erst
1910-1913 mit den dreibéndigen Principia Mathematica von ALFRED NORTH
WHITEHEAD (1861-1947) und RUSSELL in Angriff genommen.'?® Es ist hier
nicht der Ort, die grofe historische Bedeutung der Principia Mathematica zu
wiirdigen'3%, zumal sie HAUSDORFFs Grundzige nicht beeinflufiten und beide
Werke ein vollig verschiedenes Anliegen verfolgten und eine ganz verschiedene
Rezeptionsgeschichte hatten. Es geht uns im folgenden nur um HAUSDORFFs
Reaktion auf RUSSELLs Principles of Mathematics. Diese waren der Versuch ei-
ner Philosophie der Mathematik vom logizistischen Standpunkt aus; RUSSELLs
Ziel war

the proof that all pure mathematics deals exclusively with concepts
definable in terms of a very small number of fundamental logical concepts,
and that all its propositions are deducible from a very small number of
fundamental logical principles, |[...]"*!

Den weit gespannten Bogen ersieht man bereits aus einer Aufzihlung der Uber-
schriften der einzelnen Teile: I. The Indefinables of Mathematics, II. Number,
ITI. Quantity, IV. Order, V. Infinity and Continuity, VI. Space, VII. Matter
and Motion. In diesem Rahmen ist auch die Mengenlehre ausfiihrlich behan-
delt, wobei es nicht RUSSELLS Anliegen war, eine lehrbuchméafige Darstellung
zu geben.

HAUSDORFF hat sich mit den Principles of Mathematics sehr eingehend aus-
einandergesetzt und in der Vierteljahresschrift fiir wissenschaftliche Philosophie
und Sociologie eine Besprechung verdffentlicht.'®2 Im Nachlaf finden sich mehr
als 50 Seiten Anmerkungen, teils sehr kritischer Natur, zu den einzelnen Pa-
ragraphen in RUSSELLs Buch.!3® Hausdorffs Kritik geht hauptsichlich in zwei
Richtungen: 1) So anerkennenswert der formale Standpunkt bei RUSSELL sei,
die Mathematik aus Axiomen zu deduzieren und gewisse Grundbegriffe dabei
als ,undefinable” zu kennzeichnen, so zerstore er dies wieder, indem er

uns zwingen will, die Charaktere des Fundamentalen und des Ab-
geleiteten in bestimmter Weise zu verteilen, und uns in rein definitori-
schen Angelegenheiten vor tiefsinnige und haarspalterische Entscheidun-
gen stellt. '3

2) habe RUSSELL ein kontradiktorisches Element in Logik und Mathematik
hineingezogen, indem er etwa die Kardinalzahl einer Menge definiert als die
Klasse aller mit ihr dquivalenten Mengen. HAUSDORFF bemerkt dazu durchaus
zutreffend:

129[WhRus 1910-1913].
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Hier haben wir wieder den unvollziehbaren Begriff jaller Mengen,
und an der Spitze der Arithmetik stiinde als Urwiderspruch die Zahl Eins
in ihrer kontradiktorischen Gestalt als Klasse aller Einzeldinge. Von der
Definition des Ordnungstypus als Klasse aller mit einer gegebenen Menge
dhnlicher Mengen ist natiirlich das Gleiche zu sagen. Gerade die Existenz
jenes Widerspruches legt der Logik und Mathematik die Pflicht auf, die
(endlichen und unendlichen) Mengen, innerhalb deren sie operiert, auf
widerspruchsfreie Definition zu priifen; solche Klassen wie die Menge aller
natiirlichen Zahlen, die Menge aller Punkte des Raumes, die Menge aller
Funktionen scheinen keine Bedenken darzubieten, wéihrend die Menge
aller unendlichen Kardinal- oder Ordinalzahlen, oder in der Logik jene
uferlosen Negationen, wie Nichtmensch, nichtgriin, zu den unzulissigen
Klassenbegriffen gehoren.'®

Die Aufgabe, die Grundlagenschwierigkeiten zu iiberwinden, hat HAUSDORFF
hier klar bezeichnet — er nimmt die Antinomien durchaus ernst. Allerdings
hat er die Rolle der Logik dabei und die tatséchlichen Schwierigkeiten wohl
zeitlebens unterschétzt.

So verdienstvoll gerade in Bezug auf die Rolle der Logik RUSSELLS Ansatz war
und so wichtig sich die Principles fiir die Auseinandersetzung um die Antinomi-
en erwiesen haben: RUSSELL selbst hatte 1903 iiber die Antinomie der ,Menge
aller Ordnungszahlen“ keineswegs so klare Vorstellungen wie etwa CANTOR,
HI1LBERT, HAUSDORFF oder ZERMELO. Nachdem RUSSELL BURALI-FORTIS Ar-
gumente analysiert hat, heifst es in den Principles:

But there is another premiss in M. Burali-Forti’s argument, which
appears to me more capable of denial, and that is, that the series of all
ordinal numbers is well-ordered. This does not follow from the fact that
all its segments are well-ordered, and must, I think, be rejected, since,
so far as I know, it is incapable of proof. In this way, it would seem, the
contradiction in question can be avoided.3®

Die Grundlagendebatte bekam 1904 neue Impulse — zum einen durch die be-
reits geschilderten Ereignisse auf dem Internationalen Mathematikerkongress in
Heidelberg, zum anderen durch den wenige Wochen spéter von ZERMELO publi-
zierten ersten Beweis des Wohlordnungssatzes.'®” Im Mittelpunkt der Ausein-
andersetzungen stand der Nerv des ZERMELOschen Beweises, die Verwendung
des Auswahlaxioms. Es kann in diesem Zusammenhang auf [Mo 1982] verwie-
sen werden. Dort wird zunéchst die implizite Verwendung des Auswahlaxioms
vor ZERMELO behandelt und sehr ausfiihrlich auf die Debatten um ZERMELOs
Beweis und auf die weitere Entwicklung bis etwa 1940 eingegangen.

2.5 Die Biicher von Hessenberg, Young, Hobson und Shegalkin
Philosophischen Interessen seines Autors, insbesondere auch an Grundla-

genfragen der Mathematik, verdankt ein hervorragendes Lehrbuch der Men-

135Fbd., S. 123-124.
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genlehre seine Entstehung, GERHARD HESSENBERGs (1874-1925) Grundbe-
griffe der Mengenlehre.'*® HESSENBERG, Geometer und zur Zeit der Abfas-
sung der Grundbegriffe Dozent an der Militartechnischen Akademie in Berlin-
Charlottenburg, hatte 1904 mit KARL KAISER und LEONARD NELSON die
Zeitschrift Abhandlungen der Friesschen Schule ins Leben gerufen, deren Ziel
es war, die Philosophie von JAcOB FRIEDRICH FRIES (1773-1843) zu popu-
larisieren und weiterzuentwickeln und insbesondere zu zeigen, daff FRIES und
seine Schiiler die rechtméfiigen Erben und Fortsetzer der kritischen Philosophie
KANTS seien.

Im ersten Heft der Abhandlungen der Friesschen Schule '*° hatte HESSENBERG
einen Aufsatz Das Unendliche in der Mathematik veroffentlicht, der einem ge-
bildeten Publikum zeigen sollte, wie die Begriffe des unendlich Grofen und des
unendlich Kleinen in der Analysis und in der Geometrie korrekt benutzt wer-
den und daft diese Begriffe frei von jeder Mystik sind. Auf einer Postkarte an
NELSON schreibt HESSENBERG iiber diesen Aufsatz:

Das Niveau der Arbeit ist nicht & la Harden, hoffentlich nicht zu hoch
fiir Euch Allesbequatscher und Nichtsversteher von Philosophen. 14°

Aus weiteren Briefen HESSENBERGS an NELSON geht hervor, daf die Herausge-
ber der Abhandlungen der Friesschen Schule sehr bald an einem empfindlichen
Mangel an Artikeln litten; am 26 Juni 1905 schrieb HESSENBERG an NELSON:

Denn daff man auf Kommando keine anstdndige Arbeit schreiben
kann, ist klar. Ich denke aber immerhin, ein Referat iiber Mengenlehre
werde ich liefern kénnen.'*!

Im Hinblick auf Ziel und Leserkreis der Zeitschrift hat sich HESSENBERG auf
die allgemeine Mengenlehre konzentriert und insbesondere auch die damaligen
Grundlagendebatten einbezogen, wihrend er die Punktmengentheorie und ihre
zahlreichen Anwendungen in verschiedenen Gebieten der Mathematik aufer
acht liefs.

In einem ersten Teil ,,Die Grundbegriffe der Teilung, Vergleichung und Ord-
nung“ fiihrt HESSENBERG diese Begriffe abstrakt durch Postulate ein. Zum
Beispiel soll die Beziehung ,, A ist ein Teil von B*, welcher konkreten Art diese
Beziehung auch sei, den folgenden Postulaten geniigen:

I. Ist A Teil von B, B Teil von C, so ist A Teil von C.

II. Ist A echter Teil von B, so ist B kein Teil von A.

IT1. Ist A mit B identisch, so ist B kein echter Teil von A.

Die Postulate der Vergleichung sind genau die Forderungen an eine Aquivalenz-
relation. Den Begriff der Ordnung will HESSENBERG nur fiir Bereiche einfiih-
ren, in denen eine Aquivalenzrelation, bezeichnet mit ,~*, existiert. Dann ist
bei HESSENBERG eine Ordnung durch die Forderungen definiert, die man heute

138[He 1906].
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an eine Halbordnung stellt, bei zusétzlicher Giiltigkeit des Trichotomieaxioms:
Entweder ist A < B oder B < A oder A ~ B.

HESSENBERG ist sich der Problematik des CANTORschen Mengenbegriffes
wohl bewuft, und er sieht auch den Ausweg, ohne ihn selbst zu beschreiten.
Teil 1T ,, Aquivalenz, Teilmenge und Michtigkeit® beginnt mit der Bemerkung:

Den Begriff der Menge in vollig einwandfreier Weise zu definieren ist
bisher nicht gelungen. Wahrscheinlich darf auch hier eine Definition nicht
verlangt werden, sondern nur ein Axiomensystem. Aber selbst das fehlt
bis jetzt noch.!*?

HESSENBERG definiert in iiblicher Weise, wann zwei Mengen ,Aquivalent oder
,wvon gleicher Machtigkeit® sind. Im Teil IT kommt er auch mit dieser Defini-
tion aus, im weiteren jedoch spricht er von Méchtigkeiten und fithrt fiir sie
Bezeichnungen ein wie g, R, N,,, X, usw., ohne daff der Begriff ,Machtigkeit*
definiert wird. Es lag hier in der Tat eine prinzipielle Schwierigkeit vor, die
auch HAUSDORFF in den Grundziigen nicht {iberwinden konnte.!*3

Bei der Definition von ,unendlich“ umgeht HESSENBERG in Anlehnung an
DEDEKIND den Riickgriff auf die natiirlichen Zahlen und nennt eine Menge
Lransfinit, wenn sie mit einer ihrer echten Teilmengen dquivalent ist. Es fol-
gen dann Sitze iiber abzdhlbare Mengen und verschiedene Beispiele solcher
Mengen, der DEDEKIND-BERNSTEINsche Aquivalenzsatz und der Satz, daf es
zu jeder Menge M eine Menge M von héherer Méachtigkeit als der von M gibt.
Hierfiir gibt HESSENBERG neben dem CANTORschen einen weiteren davon we-
sentlich verschiedenen Beweis.

HESSENBERGS eigene originelle Beitrdge zur Mengenlehre finden sich in den
Teilen IIT und IV. Teil III unter dem Titel ,,Ahnlichkeit, Abschnitt und Ord-
nungstypus“ beginnt mit dem Begriff der Ordnung und der Definition der Ahn-
lichkeit zweier geordneter Mengen. Bei der Einfilhrung des Begriffs des Ord-
nungstypus ( und damit auch der Ordungszahl) bietet sich dieselbe Schwierig-
keit dar wie beim Kardinalzahlbegriff.

Den Begriff der Wohlordnung definierte HESSENBERG in der heute iiblichen
Weise. CANTORSs urspriingliche Definition war komplizierter. Die Eigenschaf-
ten wohlgeordneter Mengen deduzierte HESSENBERG aus dem ZERMELOschen
Lemma, welches hier mit ZERMELOs Erlaubnis erstmalig publiziert wurde, und
aus dem Prinzip der transfiniten Induktion. Des antinomischen Charakters der
»,Menge aller Ordnungszahlen“ war sich HESSENBERG stets bewuft; er beginnt
die Paragraphen iiber Ordnungszahlen mit folgenden Worten:

Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Ordnungszahlen und wer-
den dabei unsere Sdtze stets so formulieren, daff wir nicht von der Menge
aller Ordnungszahlen sprechen. Diese Menge enthilt ndmlich, wie wir
spiter sehen werden, einen unaufgeklirten Widerspruch.!44
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Aus den allgemeinen Sétzen iiber wohlgeordnete Mengen folgt zunéchst, daf
zwei Ordnungszahlen der Grofle nach stets vergleichbar sind. Grundlage des
Weiteren sind die folgenden beiden Theoreme: 1. Jede Menge von Ordnungs-
zahlen ist, wenn man sie der Grofe nach ordnet, wohlgeordnet. II. Zu jeder
Menge M von Ordnungszahlen gibt es eine Ordnungszahl, welche grofer ist als
alle Zahlen von M und welche auf die Zahlen von M unmittelbar folgt. Nun
geht HESSENBERG zur Einfithrung der Aleph-Reihe iiber:

Wir betrachten jetzt die Michtigkeiten wohlgeordneter Mengen, wo-
bei wir es wiederum vermeiden, von der Menge aller dieser Machtigkeiten
zu sprechen.'*

HESSENBERG betritt hier Neuland; in der Einleitung weist er darauf besonders
hin mit der Bemerkung, daf sowohl CANTOR als auch SCHOENFLIES iiber die
zweite Zahlklasse im wesentlichen nicht hinausgekommen sind.

Die Michtigkeiten wohlgeordneter Mengen nennt HESSENBERG — CANTOR
folgend — Alephs. Die Einfiihrung der Aleph-Sequenz beruht auf den folgenden
Satzen, deren Grundlage die obigen Theoreme I und II fiir Ordnungszahlen
sind: 1. Jede Menge von Alephs ist, der Grofe nach geordnet, wohlgeordnet. 2.
Zu jeder Menge M von Alephs gibt es ein nicht in ihr enthaltenes Aleph, welches
das auf die Gesamtheit aller Elemente von M n#chstfolgende Aleph ist. Mit der
Aleph-Sequenz hat HESSENBERG auch die Zahlklassen und die Anfangszahlen,
deren fundamentale Bedeutung sich in den weiteren Betrachtungen zeigt.

Zunichst bleibt bei HESSENBERG offen, ob alle Machtigkeiten Alephs sind.
Erst ganz am Ende seines Werkes behandelt er den ZERMELOschen Beweis des
Wohlordnungssatzes.!*6 Tm AnschluR daran heifit es:

Wenn das Auswahlpostulat zugegeben wird [...], so lafit sich der
Wohlordnungssatz dahin aussprechen, dafs jede Menge wohlgeordnet wer-
den kann. Die Konsequenzen dieses Satzes sind dann auferordentlich
weittragende: jede Méchtigkeit ist ein Alef, es sind daher alle Machtig-
keiten komparabel, [...]"*"

Am Schluf von Teil III hat HESSENBERG unabhingig von HAUSDORFF™® den
fiir die Theorie der geordneten Mengen grundlegenden Begriff der Konfinalitéit
eingefiihrt, allerdings nicht in der Allgemeinheit wie HAUSDORFF in [H 1906 b]
und mit einer Terminologie, die sich nicht durchgesetzt hat. Ist A eine Men-
ge von Ordnungszahlen, M C A, und A(M) = {x € A;x < m fiir ein m €
M oder z € M} (bei Hausdorff wiire dies AM + |M|), so nennt HESSENBERG

145Ehbd., S. 552.
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M einen Kern von A(M). Es ist dann A(M) mit M konfinal in der HAUS-
DORFFschen Terminologie. Unter den Ordnungstypen aller moglichen Kerne
von A(M) gibt es einen kleinsten; dieser ist eine (regulire) Anfangszahl und
wurde spéter als Konfinalitat von A(M) bezeichnet.

Teil IV ,Der mengentheoretische Kalkul“ bringt zunéichst die Definitionen
der Rechenoperationen fiir Kardinal- und Ordinalzahlen und die Herleitung
der entsprechenden Rechenregeln. Auf S. 575 findet sich der Satz iiber die
Division mit Rest fiir Ordinalzahlen, ein Satz, den auch HAUSDORFF in [H
1906b] herleitet. HAUSDORFF entwickelte daraus die ,Kettenbruchentwicklung®
fiir beliebige Paare von Ordinalzahlen (Euklidischer Algorithmus).

Als Hauptzahlen bezeichnet HESSENBERG Zahlen, die allen ihren Resten
gleich sind; Beispiele sind die Anfangszahlen. Die Reihe der transfiniten Haupt-
zahlen beginnt mit w, w?, w?,...; allgemein ist die a-te Hauptzahl gerade w®.
HESSENBERG zeigt dann, daf sich jede transfinite Ordinalzahl u eindeutig in
der Form

w=wry +wlry + -+ Wy,

mit ag > @y > -+ > apy und r; € N darstellen 1a8t. Er nennt dies die
CanTORsche Normalform, weil CANTOR 1897 fiir die Zahlen der zweiten Zahl-
klasse eine solche Darstellung angegeben hatte. Die CANTORsche Normalform
ist fiir HESSENBERG die Grundlage fiir die Einfiihrung zweier neuer Opera-
tionen mit Ordnungszahlen, der ,natiirlichen Summe* und des ,natiirlichen
Produkts* zweier transfiniter Zahlen. Diese Operationen hat man spéter als
HESSENBERGsche Summe und HESSENBERGsches Produkt bezeichnet. Mittels
der natiirlichen Summe gelangt HESSENBERG zu einem Satz {iber Summen und
Produkte von Alephs, der zu den bedeutendsten neuen Resultaten seines Bu-
ches zahlt:
Ist Xy > Ng, so gilt Ry +Ng =N, - Ng = Ny;

insbesondere ist nN, = X} = N, fiir jede natiirliche Zahl n. Zu diesem Satz
bemerkt HESSENBERG:

In jiingster Zeit hat mir Herr ZERMELO einen Beweis mitgeteilt, der
von dem hier gegebenen wesentlich verschieden ist und demnichst an
anderer Stelle erscheinen wird.'*?

Die Betrachtungen {iber é-, e- und (-Zahlen bei HESSENBERG laufen darauf
hinaus, die kritischen Zahlen gewisser Normalfunktionen zu finden. Stetige
monotone Funktionen f(«), deren Argumente und Funktionswerte Ordinalzah-
len sind, betrachtete als erster OSWALD VEBLEN (1880-1960).'°° HAUSDORFF
nannte solche Funktionen Normalfunktionen und entwickelte in den Grundzii-
gen eine systematische Theorie ihrer kritischen Zahlen (das sind Zahlen « mit
a = f(a)). HESSENBERGs d-Zahlen sind die kritischen Zahlen von f(«a) = 2%,
seine e-Zahlen sind die kritischen Zahlen von f(a) = w® und die (-Zahlen
schliefslich die von f(a) = wy, we die a-te Anfangszahl.

149[He 1906], S. 595.
1503, diesen Band, S.214.



In den Teilen V und VI (,Prinzipielle Fragen. Erste Reihe* und ,Prinzipi-
elle Fragen. Zweite Reihe) widmet sich HESSENBERG vor allem den strittigen
Grundlagenfragen der Mengenlehre. Er diskutiert insbesondere verschiedene
Versionen des Auswahlaxioms und ZERMELOs Beweis des Wohlordnungssat-
zes, ohne sich im Streit um diesen Beweis festzulegen.!®® Der Weg aus den
Schwierigkeiten ist fiir HESSENBERG klar vorgezeichnet: Man muf die Prinzipi-
en der Mengenbildung, insbesondere im Hinblick auf Komprehension, Potenz-
und Belegungsmengenbildung sowie Auswahlprinzipien axiomatisch festlegen.
Fiir die natiirlichen Zahlen gibt HESSENBERG einen axiomatischen Aufbau. Fiir
die allgemeine Mengenlehre hat er dies nicht versucht.!??

Die HESSENBERGschen Grundbegriffe der Mengenlehre hitten zu ihrer Zeit
ein ganz ausgezeichnetes Lehrbuch der allgemeinen Mengenlehre sein kénnen.
Thr Abdruck in einer philosophischen Zeitschrift trug allerdings nicht gerade zu
einer weiten Verbreitung bei. Zwar hatte der Verlag Vandenhoek & Ruprecht
auch eine gesondert gebundene Version als ,Sonderdruck aus den Abhandlun-
gen der Friesschen Schule“ herausgegeben, jedoch offenbar jede Werbung dafiir
unterlassen und es sogar versdumt, ein Exemplar an den Jahresbericht der DMV
zu schicken. Jedenfalls beschwerte sich HESSENBERG mehrfach in Briefen an L.
NELSON iiber dieses Verhalten des Verlages.'®® Die Kenner des Gebietes schéitz-
ten offenbar HESSENBERGs Werk. Nach der Riickreise von der Jahrestagung der
DMYV in Dresden schrieb er am 20. 9. 1907 an NELSON:

Ich bin gestern Abend von Dresden zuriick, wo man mir vielerlei
anerkennendes iiber m. Mengenlehre gesagt hat.'>*

Die Grundbegriffe der Mengenlehre wurden allerdings im Jahresbericht der
DMV nie besprochen; sie wurden nicht einmal unter den Rubriken ,Biicher-
schau“ und ,Bei der Redaktion eingegangene Schriften erwihnt. Die Bespre-
chung von EUGEN MEYER im Jahrbuch diber die Fortschritte der Mathematik>®
betont einseitig die Grundlagenfragen und negiert HESSENBERGS originelle Bei-
trage zur Theorie der transfiniten Zahlen.

Dafs HESSENBERGS Werk kaum als Lehrbuch der Mengenlehre betrachtet
wurde, mag auch darin begriindet sein, daf er die Punktmengenlehre und ihre
Anwendungen in den verschiedensten Gebieten der Mathematik nicht behan-
delte. Unter Mengenlehre verstand man damals aber stets beides, die allgemei-
ne Mengenlehre und die Theorie der Punktmengen nebst ihren Anwendungen.
HAUSDORFF beispielsweise nennt in den Grundziigen unter der Rubrik , Zusam-
menfassende Darstellungen der Mengenlehre“ HESSENBERG nicht, wohl aber
das Buch von YouNG ([YY 1906]), welches im Hinblick auf die Behandlung
der allgemeinen Mengenlehre weit hinter HESSENBERG zuriicksteht. Er zollt

151 Nsheres dazu bei [Mo 1982], S. 113-114.
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HESSENBERG aber hohe Anerkennung, wenn er die Anmerkungen zum Kapitel
iiber wohlgeordnete Mengen folgendermafsen einleitet:

Zur Theorie der wohlgeordneten Mengen vgl. aufter CANTORs Beitri-
gen insbesondere G. HESSENBERG, Grundbegriffe der Mengenlehre (Got-
tingen 1906), die erste allgemein gehaltene Darstellung.'®®

Das erwdhnte Buch The Theory of Sets of Points von WILLIAM HENRY YOUNG
und seiner Frau GRACE CHISHOLM YOUNG (1868-1944) erschien fast gleich-
zeitig mit HESSENBERGs Werk!®” und basiert auf 27 einschligigen Arbeiten
von W. H. YOUNG und einer Arbeit seiner Frau aus den Jahren 1902 bis 1906.
Das Buch hat insgesamt 13 Kapitel. Kapitel 1 und 2 behandeln die Theorie
der reellen Zahlen. Kapitel 3 bringt die Grundbegriffe der Theorie der linearen
Punktmengen. In den Kapiteln 4-6 werden die linearen Punktmengen in Bezug
auf Machtigkeit, Inhalt und Ordnung untersucht. Kapitel 7 bringt einen frag-
mentarischen Abrifs der Theorie der transfiniten Zahlen und die Kapitel 8-13
beschiftigen sich mit ebenen Mengen, insbesondere ebenen Kurven. Auf die
Ausdehnung der Ergebnisse auf den R" wird gegebenenfalls jeweils hingewie-
sen.

Den YOUNGSs gebiihrt das Verdienst, die erste ausfiihrliche lehrbuchmafi-
ge Darstellung des damals aktuellen Standes der Punktmengentheorie gege-
ben zu haben. Dies hebt auch SCHOENFLIES in seiner ansonsten nicht gerade
sehr freundlichen Rezension hervor.!®® Die allgemeine Mengenlehre wird nur
insoweit beriicksichtigt, als sie fiir die Punktmengenlehre bendtigt wird. Ins-
besondere wird versucht, den Gebrauch der transfiniten Ordinalzahlen mog-
lichst weitgehend aus der Punktmengentheorie zu eliminieren — eine Absicht,
die durchaus in die Zukunft wies.!5® Grundlagenfragen der Mengenlehre wer-
den nicht beriihrt; es wird lediglich in wenigen Sétzen auf die Zweifel an der
Existenz transfiniter Zahlen, welche iiber die zweite Zahlklasse hinausgehen,
hingewiesen (S. 156). Im Vorwort betont YOUNG, den ,professional mathema-
tician“ im Blick:

Wherever he has to deal — and where does he not? — with an infinite
number of operations, he is treading on ground full of pitfalls, one or
more of which may well prove fatal to him, if he is unprovided by the
clue to furnish which is the object of the present volume.

Dementsprechend wird besonderer Wert darauf gelegt, eine Reihe instruktiver
Beispiele von Punktmengen zu prasentieren, welche — wie PEANOs Kurve —
den durch naive Anschauung geprigten Vorstellungen griindlich widersprechen.
Ein rezenter Historiker nennt das Buch der YOUNGSs ,an early catalogue of
topological monsters.“!%? Die vielen Beispiele interessanter Punktmengen hebt
auch LEBESGUE in seiner ansonsten recht kritischen Rezension hervor. 16!
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Zwei bedeutende neue Resultate sind besonders zu nennen. Da sind zum
einen die Betrachtungen iiber Verzweigungspunkte von Kurven (forks; impli-
zit auch der Begriff der Ordnung eines Kurvenpunktes: S. 219-222), woran
spiter ZYGMUNT JANISZEWSKI (1888 — 1920), PAUL URYSOHN (1898 — 1924)
und KARL MENGER (1902 — 1985) angekniipft haben. Da ist zum anderen die
Losung des Kontinuumproblems fiir lineare Gs-Mengen: Die YOUNGs zeigen,
daf eine unendliche lineare Gs-Menge entweder abzidhlbar oder von Kontinu-
umsmichtigkeit ist.'®? Lineare Gs-Mengen heifien bei den YOUNGs ,ordinary
limiting sets"; sie sind folgendermafen definiert:

Given a series of sets of intervalls, the set of all those points such that
each is internal to at least one interval of every set of the series is called
the inner limiting set of the series of sets of intervals, or an ordinary
limiting set.1%®

Diese komplizierte Wortdefinition weist, verglichen etwa mit HAUSDORFFs De-
finition einer G5-Menge, bereits auf eine grofe Schwéche des YoUNGschen Bu-
ches hin, ndmlich das fast vollstindige Fehlen eines mengentheoretischen Kal-
kiils und das fehlende Gespiir fiir tragfihige allgemeine Begriffsbildungen.

The Theory of Sets of Points war kein Erfolg. GODEFREY HAROLD HARDY
(1877-1947) schreibt in seinem Nachruf auf W. H. YouNa:

It is curious that Young should never have written a really successful
book. He wrote three, alone or in collaboration with his wife, the Sets of
points, this tract [[Y 1910] — W. P.] (both ,classics* which somehow hung
fire) and a third book |...]'%*

Zwischen The Theory of Sets of Points und HAUSDORFFs Grundzigen liegen
zeitlich gesehen nur acht Jahre. Im Hinblick auf begriffliche Schérfe, auf Pra-
zision und Modernitit der Darstellung, auf Systematik in der Stoffanordnung
sowie in bezug auf die Anzahl neuer Resultate und neuer tragfahiger Begriffs-
bildungen liegen zwischen diesen Biichern Welten. Besonders ins Auge springen
in dem Werk der YOUNGs eine Reihe gekiinstelt wirkender Begriffe, die ver-
wickelte Fallunterscheidungen nach sich ziehen und die sich als nicht tragfihig
erwiesen haben. Es verwundert deshalb nicht, daf The Theory of Sets of Points
auf die Entwicklung der Topologie kaum Einflufs gehabt hat und von HAUS-
DORFFs Grundziigen vollkommen iiberschattet wurde. In den ersten 20 Banden
von Fundamenta Mathematicae wurde The Theory of Sets of Points nur in zwei
Arbeiten zitiert, wihrend HAUSDORFFs Grundziige dort gewissermafen omni-
prasent waren (in den ersten 20 Bénden Zitate in 88 Arbeiten; ndheres dazu s.
u. im Abschnitt 3).

1627 Hausporrrs Verallgemeinerung dieses Satzes s.diesen Band, S.779.
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Die Bemerkungen iiber das Buch der YOUNGs diirfen nicht den Eindruck
hinterlassen, als seien ihre Autoren keine erfolgreichen Mathematiker gewesen.
W. H. und G. C. YOUNG haben in zahlreichen Arbeiten bedeutende Beitrige
zur Theorie der Fourierreihen und zur Integrationstheorie geleistet. '®° Diese
Arbeiten werden auch in Fundamenta Mathematicae in einer Reihe von Aufsit-
zen zitiert. HAUSDORFF hat sich in seinen nachgelassenen Papieren mehrfach
mit YOUNGs Beitrigen zur Theorie der Fourierreihen beschiftigt. The Theory
of Sets of Points wird nur in einem einzigen Faszikel erwihnt. '®® Dort wird
Theorem 14 ([YY 1906], S.91.) durch ein Gegenbeispiel widerlegt.

Ein Jahr nach YouNaGs The Theory of Sets of Points erschien in Cambridge
(ebenfalls bei University Press) ERNEST WILLIAM HOBSONs (1856-1933) The
Theory of Functions of a Real Variable and the Theory of Fourier’s Series ([Ho
1907]), ein Buch, welches lange als ein Standardwerk galt und dessen erster Teil
1927 bereits in dritter Auflage herauskam. HOBSON widmete darin die Kapitel
IT und IIT im Umfang von 155 Seiten der Mengenlehre. Kapitel IT behandelt die
Punktmengenlehre und aus der allgemeinen Mengenlehre nur einige Grundtat-
sachen, welche zum Verstindnis der Punktmengenlehre unbedingt erforderlich
waren. Nach HoBSONs Intention sollte ein Leser, der sich hauptséichlich fiir die
analytischen Teile seines Werkes interessierte, mit der Lektiire von Kapitel IT
die mengentheoretischen Grundlagen fiir ein solches Studium erlangen konnen.
Fiir Leser, welche weitergehende Interessen hatten, bot Kapitel ITI einen Abriff
der allgemeinen Mengenlehre (Kardinalzahlen, Ordnungstypen, Ordinalzahlen)
einschlieflich einer eingehenden Diskussion der Antinomien und der Grundla-
genproblematik. HOBSON hatte die einschlégige Literatur bis etwa 1905 ziem-
lich vollsténdig verarbeitet; HESSENBERGS und HAUSDORFFs Arbeiten hatte er
allerdings noch nicht zur Kenntnis genommen.

HoBsON hat mit den Kapiteln IT und III seines Buches ein gut aufgebautes,
fliissig und klar geschriebenes kleines ,,Lehrbuch® der Mengenlehre vorgelegt.
Das Kapitel tiber die Punktmengen ist besser lesbar als [YY 1906], und, ob-
wohl viel kiirzer, sind alle wichtigen Themen abgehandelt. Das Kapitel tiber
allgemeine Mengenlehre geht iiber das Buch der YOUNGs hinaus. Neue Resul-
tate sind in den mengentheoretischen Kapiteln des HoBsONschen Werkes nicht
enthalten.

Zur Grundlagenproblematik vertrat HOBSON den gleichen Standpunkt wie
die franzosische Schule: Akzeptanz fiir alle mengentheoretischen Konzepte, wel-
che man in Analysis und Geometrie ,wirklich braucht* bei gleichzeitig erhebli-
chen Zweifeln am Sinn und an der Moglichkeit des widerspruchsfreien Aufbaus
einer allgemeinen Mengenlehre mit Mengen beliebig grofer Michtigkeit (ob-
wohl er eine solche Mengenlehre im Kapitel III skizziert hatte). Es heifit bei
HoBsoN:

An attempt to examine the structure of such a class of ordinal num-
bers, as that of the wth class, with cardinal number R, or that of the
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Qth class, with cardinal number Rq, will lead to the conviction that such
conceptions are unlikely to prove capable of useful application in any
branch of Analysis or of Geometry. Nevertheless, should inexorable logic
compel us to contemplate the existence of such classes of objects, they
would be a proper field of exploration; we have however seen that there
are grave doubts as to whether this be in fact the case.!%7

Den ZERMELOschen Beweis des Wohlordnungssatzes lehnt HOBSON ab:

It thus appears that there is at present no sufficient reason for thin-
king that any unenumerable aggregate is capable of being normally or-
dered.*®®

Ein weiteres Werk iiber reelle Funktionen im englischen Sprachraum war J.
PIERPONTs The Theory of Functions of Real Variables ([Pi 1905/1912]). Der
Band IT (1912) enthilt ein Kapitel iiber Punktmengen und zwei Kapitel iiber
allgemeine Mengenlehre, insgesamt nur 67 Seiten. Es handelt sich dabei um
eine ad hoc-Zusammenstellung der wichtigsten Tatsachen; von einem Lehrbuch
der Mengenlehre kann hier nicht die Rede sein.

Ebenfalls 1907, im gleichen Jahr wie HOBSONs Buch, erschien in Moskau in
russischer Sprache ein Werk, welches in mehrfacher Hinsicht originell und fiir
seine Zeit ein ausgezeichnetes Lehrbuch der Mengenlehre war, IWAN ITWANO-
WITSCH SHEGALKINs (1869-1947) Transfinite Zahlen. Das Buch war die Magi-
sterdissertation des spéter als Logiker bekannt gewordenen Autors. Es wurde
nicht iibersetzt; sein Einflufs diirfte deshalb auf Ruftland und Polen beschréinkt
gewesen sein. Im Text zitiert SHEGALKIN lediglich CANTOR, DEDEKIND und
ZERMELO, im Vorwort erwdhnt er als Quellen noch BERNSTEIN und PHILIPP
JOURDAIN (1879-1919). Ein Literaturverzeichnis findet sich in dem Buch nicht,
so dafs weitgehend unklar bleibt, was SHEGALKIN gekannt hat und was nicht.
Der umsténdliche Beweis des grundlegenden Satzes, dafs eine wohlgeordnete
Menge nie einem ihrer Abschnitte dhnlich sein kann, deutet darauf hin, daf
SHEGALKIN HESSENBERGs Werk nicht kannte (dort findet man den {iblichen
kurzen Beweis mittels des Lemmas von ZERMELO).

Ebenso wie bei HESSENBERG scheint bei SHEGALKIN ein philosophisches und
grundlagentheoretisches Interesse im Vordergrund gestanden zu haben.'%? In
seinem Buch werden Anwendungen der Mengenlehre auf Punktmengen oder re-
elle Funktionen nicht einmal erwihnt. Die Machtigkeit des Kontinuums kommt
z. B. liberhaupt nicht vor. Das Kontinuumproblem ist die rein mengentheore-
tische Frage nach dem Platz der Potenz 2%° in der Alephreihe.

Ein Hauptanliegen von SHEGALKIN bestand darin, die Mengenlehre und ins-
besondere die Theorie der Kardinal- und Ordinalzahlen unabhéngig vom Begriff

167[Ho 1907], S. 202.

168[Ho 1907], s. 205. ,,Normally ordered* bedeutet ,wohlgeordnet.

1693 yrGALKIN hatte enge Beziehungen zu dem Mathematiker, Philosophen und Theologen
PaverL A. FLoreNnskI (1882-1943), welcher sich besonders aus philosophischen und theo-
logischen Griinden fiir CANTORS Mengenlehre interessierte und der 1904 in der Zeitschrift

Nowy putch (Neuer Weg) einen ersten Artikel in russischer Sprache iiber die Grundbegriffe
der Mengenlehre verdffentlicht hatte. S.[Dem 1988].




des Endlichen oder Unendlichen aufzubauen. Erst wenn die allgemeine Theorie
entwickelt ist, fiihrt SHEGALKIN die Klasse der endlichen Mengen durch weitere
Forderungen ein. Er will mit diesem Vorgehen die Zweifel an der Existenz der
transfiniten Zahlen zerstreuen: Wenn man die Mdglichkeit transfiniter Zahlen in
Zweifel zoge, so miisse man im Ergebnis seines Werkes auch an den natiirlichen
Zahlen zweifeln.

SHEGALKIN betont im Kapitel 1 ,Ding, Menge, Abbildung“, dafs jede de-
duktive Wissenschaft von undefinierten Grundbegriffen ausgehen miisse. Fiir
die Mengenlehre seien dies die Begriffe Ding (= Gegenstand unseres Denkens),
Menge, Enthaltensein eines Dinges in einer Menge und Abbildung. Er verwen-
det viel Mithe darauf (bis hin zu psychologischen Betrachtungen), dem Leser
diese Begriffe plausibel zu machen. Bemerkenswert ist seine Argumentation,
daf eine Vielheit (mnoshestwennostch) von Dingen noch keine Menge zu sein
brauche; sie sei erst dann eine Menge, wenn sie sich als einheitliches Ganzes
denken 15#t.'7" Einen axiomatischen Aufbau versucht SHEGALKIN nicht.

Bei der Definition von Vereinigung und Durchschnitt legt SHEGALKIN Men-
gensysteme zugrunde, welche durch eine beliebige Indexmenge indiziert sind;
die Indexmenge nennt er die Basis (osnowanije), iiber welche die Operationen
zu erstrecken sind. Das Mengenprodukt von {A;};cr wird dann ebenfalls ganz
allgemein definiert als die Menge aller Funktionen f: I — UA; mit f(i) € A;
fiir jedes i. Sind alle 4; = A, erhilt man die Cantorsche Belegungsmenge A’
als Menge aller Funktionen f: I — A. Ein solch allgemeiner Standpunkt er-
scheint hier erstmals in der Lehrbuchliteratur; durch HAUSDORFFS Grundziige
wurde er dann Standard. Viel Miihe verwendet SHEGALKIN darauf, seine Le-
ser von der Wichtigkeit des Begriffs der leeren Menge zu iiberzeugen und den
Unterschied zwischen a und {a} klarzumachen.

Im Kapitel 2 ,,Aquivalenz, Michtigkeit* wird der Michtigkeitsbegriff wie bei
CANTOR eingefithrt — an dieser Stelle wird CANTOR sogar wortlich zitiert.
Bemerkenswert ist hier wie im Kapitel 1 die Einfithrung indizierter Systeme von
Miéchtigkeiten und die Definition von Summe und Produkt fiir solche Systeme.
Die Rechengesetze kénnen dementsprechend ganz allgemein formuliert werden;
z. B. lautet das Assoziativgesetz der Addition

Zmizz ij ; I:ZIt.

iel teT | jel, teT

Im Kapitel 3 ,,Ordnung® ist die Beschreibung einer Ordnung durch eine ord-
nende Paarmenge besonders bemerkenswert. Ein System geordneter Mengen
{A;}ier mit geordneter Indexmenge gibt Anlaff zur allgemeinen Summende-
finition; das Produkt wird nur fiir zwei geordnete Mengen wie bei CANTOR
definiert. Allgemeinere Produkte und Potenzen betrachtet SHEGALKIN nicht,
was vermuten ldfst, daf er HAUSDORFFs Arbeit [H 1906b] nicht kannte. Kapitel

170Djes konnte ein Rekurs auf [Rus 1903] sein, wo RussELL zwischen ,classes as many“ und
»classes as one” unterscheidet.



5 behandelt die Ordnungstypen und ihre Arithmetik, Kapitel 6 die wohlgeord-
neten Mengen. SHEGALKIN bringt ZERMELOs Beweis des Wohlordnungssatzes,
145t aber dem Leser sozusagen die Wahl, ob er den Beweis, d. h. die Benutzung
des Auswahlaxioms, akzeptiert oder nicht. Dementsprechend muf im folgenden
stets angegeben werden, wenn Sitze auf dem Wohlordnungssatz fufsen.

Nachdem im Kapitel 6 die allgemeine Theorie der Ordnungszahlen entwickelt
ist, behandelt Kapitel 7 ,Endliche Mengen und Zahlen“. Eine wohlgeordne-
te Menge heift endlich, wenn jede nichtleere Teilmenge (also auch die Men-
ge selbst) ein letztes Element hat. Die Ordnungszahl einer endlichen Menge
heift eine endliche Zahl. Aus der allgemeinen Ordinalzahlarithmetik werden
nun durch Spezialisierung auf endliche Mengen die Gesetze der Arithmetik na-
tiirlicher Zahlen hergeleitet. Die Uberlegung, daf die Menge der natiirlichen
Zahlen nicht endlich sein kann, fiihrt auf die abzdhlbaren Mengen, die in Kapi-
tel 8 untersucht werden. Kapitel 9 bringt den Satz von der Vergleichbarkeit der
Kardinalzahlen; entsprechend seiner Haltung zum Wohlordnungssatz betont
SHEGALKIN hier, daf fiir das gesamte Kapitel dessen Giiltigkeit angenommen
werden mufs.

In den Kapiteln 10 und 11 werden die Zahlen der zweiten Zahlklasse, insbe-
sondere ihre arithmetischen Eigenschaften, untersucht. Auch hier ist die Dar-
stellung auf der Hohe der Zeit und vorziiglich gelungen. Den Euklidischen Al-
gorithmus fiir Ordinalzahlen scheint SHEGALKIN unabhingig von HAUSDORFF
gefunden zu haben, da er — wie bereits erwdhnt — [H 1906b] vermutlich nicht
kannte.

Kapitel 12 ist iiberschrieben ,,Die Menge aller Zahlen und Alephs“. Dafs SHE-
GALKIN in diesem Kapitel laufend von der Menge W aller Ordinalzahlen und
der Menge aller Alephs spricht, ist merkwiirdig inkonsequent, da er im néchsten
Kapitel, in welchem die Antinomien der Mengenlehre besprochen werden, aus-
einandersetzt, dafs die Auffassung von W als Menge, der man dann wieder eine
Ordinalzahl zuordnen konnte, zum Widerspruch fiihrt. Die Auffassung von W
als Menge steht auch in deutlichem Kontrast zu den Thesen, die SHEGALKIN
am Schluf seines Buches formuliert und die vermutlich bei der Verteidigung
seiner Dissertation diskutiert worden sind. An Substanz enthélt Kapitel 12 die
allgemeine Einfithrung der Zahlklassen und der Alephreihe sowie die Alephre-
lationen

Ry + RN, =8, MR, =R, jeweils fiir A < p.

Aus letzterer zieht SHEGALKIN den Schlufs, dafs fiir Nichtlimeszahlen A eine
Summe von Zahlen < wy iiber eine Menge von Summanden < w) selbst kleiner
wy ist. Verallgemeinert auf regulére w)y findet man diesen Satz bei HAUSDORFF
([H 1914a], S. 132, Theorem IV).

Im Kapitel 13 wird zunéchst die Potenzmenge einer Menge betrachtet und
die Frage aufgeworfen, ob 2%(> a) die auf a nichstfolgende Kardinalzahl ist
oder nicht. Dann heifst es

Leider konnten die Schwierigkeiten, welche auf dem Weg zur Losung
dieses Problems liegen, bis jetzt mit den gegenwértigen Methoden der



Mathematik nicht iiberwunden werden.!™!

Insbesondere konnte 2% = R; oder > X; sein. Aus dem Satz von KONIG, daf

aus m; < mg < ---
Zmi<Hmi

folgt, schliefit SHEGALKIN, daR sich aus der Annahme 2%° > X, fiir jedes na-

tiirliche k auch 2% > R, ergibt.!”® Der Zusammenhang von 2%° mit dem Kon-

tinuum und CANTORs Kontinuumhypothese werden tiberhaupt nicht erwahnt.
SHEGALKIN bringt auch BERNSTEINsS Rekursionsformel

NS =R, 28N

formuliert nur fiir natiirliche Zahlen p als Index, was nicht der allgemeinste Fall
ihrer Giiltigkeit, aber (im Gegensatz zur Formulierung bei BERNSTEIN) korrekt
ist. HAUSDORFFs allgemeinere Rekursionsformel von 1904 erwéhnt er nicht.

Die Aufzidhlung verschiedener Versionen der mengentheoretischen Antinomi-
en leitet SHEGALKIN mit folgendem Satz ein:

Im Verlaufe der Entwicklung der Mengenlehre wurde man mit einer
Reihe von Paradoxien konfrontiert, deren Lésung noch nicht in befriedi-
gender Weise gelungen ist.'”

Am Schlufs des Buches stehen Thesen, die ganz bemerkenswerte Formulierungen
enthalten, die aber leider ohne jede n&here Erlduterung des darin vorkommen-
den Begriffes , Klasse und seines Unterschiedes zum Begriff, Menge formuliert
sind; trotzdem seien einige zitiert:

6. Es ist notwendig, den Begriff der Menge von dem Begriff der Klasse
zu unterscheiden.

7. Die Existenz der Menge aller endlichen Zahlen, wie auch die der Menge
aller Zahlen eines beliebigen Alephs, muf postuliert werden.

8. Alle Zahlen [die Gesamtheit der Ordinalzahlen — W. P.| bilden eine
Klasse, aber keine Menge. 1™

Im gleichen Jahr wie das Buch von SHEGALKIN erschien in Rufsland auch ein
Werk iiber Punktmengen.!”™ Es war #hnlich wie das Werk von SCHOENFLIES

171[Sh 1907], S. 332.
172Von SurGALKIN stammt auch diejenige Verallgemeinerung des urspriinglichen Ko-
NiGgschen Satzes, die heute in den Lehrbiichern als Satz von KoONiG bezeichnet wird: Ist

a; < b;, i€l,sofolgt
Z a; < H b;.
iel iel
Auch hier kommt seine allgemeine Auffassung von Summen und Produkten zum Tragen.
Unabhéngig von SHEGALKIN hat auch ZErMELO in [Z 1908b] diese allgemeine Version des
KonNiaschen Satzes bewiesen.
173[Sh 1907], S. 342.
174[Sh 1907], unpaginierte letzte Seite.
175[Ne 1907]. Das Buch hatte 254 Seiten und erschien als extra gebundener Auszug aus den
Nachrichten des polytechnischen Instituts in Tomsk. Es war — wie im Fall SHEGALKINS — die
Dissertation des Verfassers.




hauptséchlich ein Bericht {iber die historische Entwicklung und den derzeitigen
Stand der Punktmengenlehre des R' mit einigen Beitrigen des Autors iiber
geordnete Mengen.

2.6 Schoenflies” Bericht von 1908. Sierpiniskis Zarys teoryi mnogosci

Im Vorwort vom September 1900 zu seinem Bericht {iber Mengenlehre!76
hatte SCHOENFLIES davon gesprochen, dafs das damals Vorliegende der erste
grofere Teil des Gesamtberichts sei, ohne sich ndher iber den Plan des zwei-
ten Teils zu dufsern. Dieser zweite Teil erschien dann 1908 als Ergénzungsband
zum Jahresbericht der DMV.'7" Er war vor allen Dingen den ,,geometrischen
Anwendungen“ der Mengenlehre gewidmet. Darunter verstand SCHOENFLIES
ein Forschungsprogramm, zu dem er selbst fiir den Fall der euklidischen Ebe-
ne hervorragende Beitrige geleistet hat, und dessen Ziel darin bestand, die
Geometrie des euklidischen Raumes im Sinne der Analysis Situs als eine ge-
geniiber der Arithmetik eigenstiindige Disziplin zu entwickeln.'™ Im Vorwort
seines Berichts heifst es dazu:

Sie [die Mengenlehre — W. P.] hat die verschiedensten Gebiete befruchtet
und iiberall Spuren erfolgreichsten Wirkens hinterlassen.

Die Geometrie hat ihren Einfluf wohl am spétesten erfahren. Dies wird
befremden; ist doch die Mengenlehre wesentlich auf geometrischem Bo-
den erwachsen. In der Tat haben sich ihre ersten Begriffe und Sétze fast
ausschlieflich auf die Theorie der Punktmengen bezogen. Aber die Geo-
metrie mufite erst wieder lernen, sich auf sich selbst und auf ihre Ebenbiir-
tigkeit mit der Arithmetik zu besinnen. Dieser Prozef hat erst unlangst
begonnen; wir danken ihn der axiomatischen Wendung, die durch Hir-
BERT methodisch eingeleitet wurde. Sein Ziel kann kein anderes sein, als
die Geometrie, soweit sie Gestaltenlehre ist, an der Hand geometrischer,
anschaulicher Axiome auf mengentheoretischer Basis aufzubauen.'”

Neben einem Einstieg in dieses Programm beabsichtigte SCHOENFLIES in dem
Bericht auch die Fortschritte darzustellen, die auf dem Gebiet der Mengenlehre
seit Erscheinen des ersten Teiles seines Berichtes erzielt worden waren.

Im Kapitel I, Allgemeine Mengenlehre bringt SCHOENFLIES u.a. den Ket-
tenbruchalgorithmus fiir Ordinalzahlen (nach HESSENBERG und HAUSDORFF),
die Alephrelationen von ZERMELO und HESSENBERG sowie HAUSDORFFs Re-
kursionsformel fiir die Aleph-Potenzen. Des weiteren erwiahnt er den Satz von
CANTOR-BERNSTEIN-(HAUSDORFF), dak die Klasse der abzdhlbaren Ordnungs-
typen die Méachtigkeit des Kontinuums hat, wodurch

die Frage, welche Beziehung das Kontinuum zur Menge R; hat, [...]
eine neue Gestalt gewonnen [hat]. '5°

176[Sch 1900].

177[Sch 1908a].

178Das Studium der Topologie des R™ ist in gewissem Sinne ein eigenstindiges Forschungs-
gebiet geblieben; s. dazu z. B. [D 1986].

179[Sch 1908a, S. 1.

180Fbd., S. 24.



Am Ende des ersten Kapitels behandelt SCHOENFLIES Grundlagenfragen. Die
Antinomien der Mengenlehre nimmt er nicht ernst; er bezeichnet sie als ,schein-
bare Paradoxien®, welche dadurch zustande kimen,

daft man sich entweder widerspruchsvoller Begriffe bedient oder aber
widerspruchslose Begriffe in widerspruchsvoller Weise benutzt.!3!

SCHOENFLIES ist z. B. der Ansicht, dal RUSSELLs Schluiweise M € M < M ¢
M fiir M = Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten,
fehlerhaft sein miisse und so RUSSELLs Antinomie ,logisch aufgelost” sei. Er
habe es generell fiir geboten gehalten,

die bisher bekannt gewordenen Antinomien zergliedernd aufzulésen
und zu zeigen, daf in sie widerspruchsvolle Begriffe eingehen, und daf
sie deshalb jenseits des wissenschaftlichen Denkens liegen'®”, [...]

Das Kapitel IT ,Geordnete Mengen* beginnt mit einem Hinweis auf HAUS-
DORFFs Begriff der gestuften Menge in [H 1901b]. Dann heifst es:

Wir verdanken HAUSDORFF auch die sonstigen Fortschritte, die wir
iiber geordnete Mengen besitzen."s3

Fast das gesamte Kapitel ist der Darstellung der Ergebnisse HAUSDORFFs in
den Arbeiten [H 1901b], [H 1904a], [H 1906b] und [H 1907 a-b] gewidmet.
Ferner werden nichtarchimedisch geordnete Korper (VERONESE, LEVI-CIVITA,
HOLDER) besprochen.

Im Kapitel IIT ,Allgemeine Theorie der Punktmengen® werden vor allem die
seit 1900 erzielten grundlegenden Fortschritte in der Theorie von Inhalt und
Mafs behandelt.

SCHOENFLIES’ Zugang zu den ,geometrischen Anwendungen* der Mengen-
lehre in den Kapiteln IV-VI hat drei Grundlagen: 1. den Begriff des Polygons
und einen rein geometrischen ,Anordnungssatz* fiir Polygone, der auf dem
Axiom von Pascu'® beruht und dessen Aussage auf Polygone ausdehnt, 2.
die Begriffe und Sitze der Punktmengentheorie CANTORscher Prigung und
3. sogenannte ,Grofenbegriffe* wie Flicheninhalt einer mefsbaren Menge, Ab-
stand zweier kompakter Mengen, approximierende Polygone usw. Im Kapitel
IV werden zunédchst grundlegende Begriffe wie Zusammenhang, Kontinuum,
punkthafte Menge, linienhaftes Kontinuum, Gebiet, Gebietsgrenze, Zusammen-
hangszahl eines Gebietes u. a. definiert und untersucht. Ein zentraler Begriff
ist hier der der ,,geschlossenen Kurve®. Eine kompakte Teilmenge C' der Ebene
heifst bei SCHOENFLIES eine geschlossene Kurve, wenn sie die Ebene in zwei Ge-
biete zerlegt, deren gemeinsame Grenze sie ist. Eine solche Menge C ist perfekt,

181Fbd., S. 26.

182Fhd., S. 39.

183Fbd., S. 40.

184Fin Dreieck C teilt die Ebene in zwei Gebiete I (Inneres) und A (Auferes), so daf
zwei Punkte von I oder zwei Punkte von A stets durch einen Streckenzug verbunden werden
konnen, der ganz zu I bzw. A gehort, wihrend ein Streckenzug, der p € A mit ¢ € I verbindet,
mindestens einen Punkt von C' enthilt.



linienhaft und zusammenhingend. Neben solchen richtigen Resultaten finden
sich im Kapitel IV auch mehrere Fehler. Nennt man eine kompakte Teilmenge
C des R™ eine absolute Gebietsgrenze, wenn C' den R" zerlegt und gemeinsame
Grenze aller Komponenten von R™ \ C ist, so legt die Anschauung nahe, daf fiir
eine absolute Gebietsgrenze C' in der Ebene die Komponentenzahl von R? \ C'
gleich 2 ist, ein solches C' also eine geschlossene Kurve im SCHOENFLIESschen
Sinne ist. Dies hatte SCHOENFLIES auch ,bewiesen”. In einer Aufsehen erre-
genden Arbeit!8? zeigte LUITZEN EGBERTUS JAN BROUWER (1881-1966), daf
es in der Ebene absolute Gebietsgrenzen C' gibt, fiir die R* \ C' drei oder so-
gar abzdhlbar viele Komponenten hat. Damit waren auch weitere Sitze von
SCHOENFLIES hinfillig, z. B. dafs jedes beschrénkte einfach zusammenhéngen-
de Gebiet durch seine Grenze eindeutig bestimmt ist.

Im Kapitel V geht es um die Untersuchung invarianter Eigenschaften bei
stetigen Abbildungen (,weitere Gruppe) bzw. bei Homéomorphismen (,engere
Gruppe®); das Wort ,,Homdomorphismus® benutzt SCHOENFLIES noch nicht.
Hier erzielte er, besonders im Umfeld des Jordanschen Kurvensatzes, Ergeb-
nisse (die z. T. auf seinen fritheren Arbeiten beruhten), von denen weit in die
Zukunft weisende Impulse ausgingen. Der Jordansche Kurvensatz besagt, dafs
jedes homdomorphe Bild von S eine geschlossene Kurve im SCHOENFLIESschen
Sinne ist. Die umgekehrte Frage, wann eine geschlossene Kurve topologisch eine
Kreislinie ist, kann mit Hilfe des SCHOENFLIESschen Begriffes der Erreichbar-
keit eines Punktes beantwortet werden. Ist G ein Gebiet der Ebene und ¢ ein
Punkt seiner Begrenzung, so heifst ¢ fiir G erreichbar, wenn ¢ mit einem z € G
durch einen Bogen verbunden werden kann, der (mit Ausnahme von t) ganz in
G verlduft. Die Umkehrung des Jordanschen Satzes lautet dann: Eine geschlos-
sene Kurve C' im SCHOENFLIESschen Sinne, fiir die jeder Punkt von C fiir jedes
der beiden Gebiete von R? \ C' erreichbar ist, ist homdomorphes Bild von S*.

Der Jordansche Kurvensatz sagt nichts Ndheres {iber die topologische Struk-
tur der beiden Gebiete und iiber die Lageeigenschaften einer geschlossenen
Jordankurve in der Ebene. Diese Liicke kann SCHOENFLIES schlieffen: Jeder
Homdomorphismus von C' auf den Rand S' der Einheitskreisscheibe 1ift sich
zu einem HomoOomorphismus der Ebene auf sich erweitern, der das innere Ge-
biet von C auf das Innere von S' und das dukere Gebiet von C' auf das Aufere
von S! abbildet. Nach vergeblichem Versuch, diesen ,,SCHOENFLIES-Satz* auch
fiir den dreidimensionalen Raum zu beweisen, entdeckte J. W. ALEXANDER
1924 ein Gegenbeispiel, seine beriihmte ,,gehérnte Sphire®, die homéomorph zu
S? ist, deren AuRengebiet im R? jedoch nicht homéomorph zum Aufengebiet
der Kugel ist.

Im Kapitel VI ,Die stetigen Kurven* geht es vor allem um das Problem, not-
wendige und hinreichende Bedingungen dafiir zu finden, dafs eine ebene Punkt-
menge stetiges Bild von [0, 1] ist. Die Bedingungen, die SCHOENFLIES schliefs-
lich fand, waren ziemlich kompliziert. HANS HAHN (1879-1934) und STEFAN
MAZURKIEWICZ (1888-1945) haben spiter eine sehr durchsichtige Charakte-

185[Br 1910].



risierung der stetigen Streckenbilder gegeben; s. dazu HAUSDORFF [H 1927a,
S.207.

Im Kapitel ,,Die Kurvenmengen und der Funktionalraum® resiimiert SCHOEN-
FLIES schlieRlich die einschligigen Arbeiten von ARZELA, ASCOLI, VOLTERRA
und vor allem von FRECHET, ohne jedoch eine Synthese dieser neueren For-
schungen mit der Punktmengentheorie des R anzustreben und so zu einem
allgemeinen Raumbegriff zu gelangen.

Die SCcHOENFLIESschen Berichte [Sch 1900, 1908a] haben fiir die Rezeption
und Popularisierung der Mengenlehre vor dem ersten Weltkrieg viel geleistet.
Sie waren und sind auch heute noch wertvolle Quellen wegen ihrer zahlreichen
historischen und literarischen Angaben. Fiir die Entwicklung der Topologie hat
der zweite Teil des Berichtes bedeutende Impulse gegeben. Das betrifft insbe-
sondere Bemiithungen, Sitze vom Typ des o. g. ,,SCHOENFLIES-Satzes* in hohe-
ren Dimensionen zu studieren.'8¢ Ferner haben SCHOENFLIES’ Untersuchungen
der stetigen Streckenbilder den spéteren Arbeiten polnischer und amerikani-
scher Topologen iiber Peano-Kontinua wichtige Anregungen gegeben.!'®” Aber
auch SCHOENFLIES’ Fehler haben sich als aufserordentlich produktiv erwiesen:
In einer eingehenden historischen Analyse der BROUWERschen Arbeiten heift
es:

To give SCHOENFLIES his due, however, we must not forget that he
had provided BROUWER with an important set of problems upon which
to work. Much of BROUWER’s subsequent research in topology had its
problem source in SCHOENFLIES’ theory.'®®

SCHOENFLIES’ Bericht von 1908 war im Oktober 1907 fertiggestellt und konn-
te so zwei Arbeiten nicht mehr beriicksichtigen, welche 1908 erschienen und
tiefgreifenden Einfluf auf die weitere Entwicklung der Mengenlehre hatten,
ndmlich ZERMELOs Axiomatisierung der Mengenlehre [Z 1908b] und seinen
zweiten Beweis des Wohlordnungssatzes [Z 1908a]. In [Z 1908b] wurde erst-
mals ein Axiomensystem der Mengenlehre vorgelegt und damit ein entschei-
dender Schritt zur Erledigung der Antinomienproblematik getan. Allerdings
hatte ZERMELOs System noch eine Schwachstelle, das war der vage Begriff der
,definiten Eigenschaft“.!? G. HESSENBERG gehorte zu den wenigen Mathema-
tikern, die sofort die grofte Bedeutung von ZERMELOs Axiomatisierung sahen.

1863, dazu Abschnitt 3.4 dieser Einfiihrung; s. auch [Rush 1973].

187Fine eingehende Wiirdigung von ScHOENFLIES’ Forschungsprogramm findet man in [Wi
1949], S. 12-16.

188[J0 1981], S. 129. BROUWER hatte iiber Lie-Gruppen gearbeitet und dabei zunichst
ScuoeNFLIESsche Resultate benutzt, bis er schlieflich bemerkte, daft diese falsch sind. Das
bewog ihn zu einem tiefen Studium grundlegender Probleme der Topologie, welches in den
Jahren 1910-1913 zu bahnbrechenden Ergebnissen fiihrte. (Satz von der Invarianz der Di-
mension, Verallgemeinerung des Jordanschen Kurvensatzes auf den R™, Existenz absolu-
ter Gebietsgrenzen in R?, die R? \ C' in mehr als 2 Komponenten zerlegen, Losung des
5. Hilbertproblems fiir eindimensionale Mannigfaltigkeiten, Fixpunktsitze, fundamentale Be-
griffe wie Abbildungsgrad und simpliziale Approximation). Eine wesentliche Quelle fiir BRou-
WER waren auch die Arbeiten von POINCARE.

189Fine Kritik dieser Schwachstelle findet sich bei Skorem [Sk 1922] und FRAENKEL [Fr
1922], [Fr 1923], S. 196 ff. Diese Forscher waren es auch, die das ZermELOsche Axiomensystem




In seiner Arbeit {iber Kettentheorie und Wohlordnung aus dem Jahre 1909 heifst
es eingangs:

Die vorliegenden Untersuchungen sind axiomatischer Art, d. h. sie
beschiftigen sich mit der Frage nach der Tragweite der aus den einzelnen
Axiomen der Mengenlehre zu ziehenden Folgerungen.'*°

Im Hinblick auf die Antinomien der Mengenlehre schreibt HESSENBERG:

Diese sind durch die von Herrn Zermelo angegebenen Axiome ausge-
schaltet; ich gehe daher von diesen Axiomen aus.'?*

Der zweite ZERMELOsche Beweis des Wohlordnungssatzes beruhte auf DEDE-
KINDs Begriff der Kette und arbeitete dadurch klarer den formalen Charakter
der Wohlordnung unabhingig von jeder raumlich-zeitlichen Anordnung her-
aus. Ferner benutzte ZERMELO die Gelegenheit, die umfangreiche Diskussion,
die iiber seinen ersten Beweis von 1904 in der mathematischen und philosophi-
schen Literatur der Jahre 1904-1907 gefiihrt worden war, prignant zusammen-
zufassen, ausfiihrlich zu allen Gegenargumenten Stellung zu nehmen und so die
Debatte von seiner Seite aus zu einem gewissen Abschlufs zu bringen.

Man kann sagen, dafs abgesehen von einigen entschiedenen Gegnern (wie
BOREL, POINCARE oder BROUWER mit seinen Anhingern) die Mathemati-
ker Auswahlaxiom und Wohlordnungssatz zunehmend akzeptierten. So konn-
te ERNST STEINITZ (1871-1928) den Schliisselsatz seiner Theorie der Korper,
nimlich daf es zu jedem Korper bis auf Aquivalenz eindeutig genau einen alge-
braisch abgeschlossenen algebraischen Erweiterungskorper gibt, nur mit Hilfe
des Wohlordnungssatzes beweisen. Nach und nach trat ein, was STEINITZ 1910
im Hinblick auf das Auswahlprinzip prophezeit hatte:

Mit der zunehmenden Erkenntnis, dafi es Fragen in der Mathematik
gibt, die ohne dieses Prinzip nicht entschieden werden kénnen, diirfte der
Widerstand gegen dasselbe mehr und mehr schwinden. !9

Es sei noch angemerkt, daf HAUSDORFF in dem fiir die Mengenlehre so wich-
tigen Jahr 1908 die schon S.13 erwéhnte 70 Seiten starke zusammenfassen-
de Darstellung seiner Forschungen iiber geordnete Mengen verdffentlichte ([H
1908]). Sie erschien im selben Band der Mathematischen Annalen wie ZERME-
LOs Arbeiten, geschrieben im Stile eines Lehrbuchs, mit Inhaltsverzeichnis und

zu dem spiter weitgehend akzeptierten Axiomensystem ZSF erginzten. S.dazu [Fe 1979,
S.3-8 und S.49-91.

190[He 1909], S. 81.
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192[Ste 1910], S. 8. Einen vorziiglichen Uberblick iiber d#quivalente Aussagen zum Auswahl-
axiom (71 solche Aussagen) und iiber Implikationen des Auswahlaxioms (382, oft mit zahlrei-
chen #quivalenten Sdtzen) in den verschiedensten mathematischen Disziplinen gibt das Buch
Consequences of the Aziom of Choice ([HowRub 1998]). Gleichzeitig zeigt es die intensive
Arbeit mit schwécheren Axiomen, die keinen Sinn hitte, wiirde man das Auswahlaxiom als
notwendigen Bestandteil der Mathematik betrachten, wie es vielleicht STEINITZ vorgeschwebt
hat.



Register, und in der Uberschrift schon den Titel seines Lehrbuchs vorwegneh-
mend: Grundzige einer Theorie der geordneten Mengen.'??

Einigen Aufschluft iiber die Stellung der Mengenlehre und ihrer Anwendun-
gen innerhalb des Gesamtgebietes der Mathematik gibt das seit 1868 existie-
rende mathematische Referatenjournal, das Jahrbuch iber die Fortschritte der
Mathematik. Die Arbeiten iiber Mengenlehre wurden bis 1904 im Kapitel ,Phi-
losophie“ des Abschnittes ,Geschichte, Philosophie und Pidagogik® referiert.
Im Jahre 1905 gab es in diesem Abschnitt erstmalig ein eigenes Kapitel ,,Men-
genlehre“. Ab dem Kriegsband 1916-1918 war Mengenlehre ein eigener Ab-
schnitt, in der Hierarchie also gleichberechtigt mit Abschnitten wie ,,Arithme-
tik und Algebra’, ,Geometrie“ oder ,Mechanik“. Daneben hatte es seit 1870
bis 1914/15 im Abschnitt Geometrie ein Kapitel ,Kontinuitdtsbetrachtungen
(Analysis Situs)*“ gegeben, welches 1916/18 in ,Kontinuitéits- und mengentheo-
retische Betrachtungen“ und 1925 schlieflich in ,,Topologie“ umbenannt wurde.
Die Frequenz der Arbeiten im Kapitel ,Mengenlehre hatte 1905 und 1906 mit
33 bzw. 35 Arbeiten einen Hohepunkt, um in den Jahren 1907-1914 bei nicht
allzugrofsen Schwankungen auf einen Durchschnitt von etwa 20 Arbeiten abzu-
sinken.

Wenn man die Lehrbuchsituation Revue passieren 14aft, so war bis ins erste
Jahrzehnt des 20. Jahrhunderts noch kein eigenstéindiges Lehrbuch erschienen,
welches das Gesamtgebiet der Mengenlehre im damaligen Verstindnis, d. h. all-
gemeine Mengenlehre und Theorie der Punktmengen einschlieflich Inhalts- und
Mafstheorie, systematisch und umfassend dargestellt hétte. Auch das 1912 in
polnischer Sprache erschienene kleine Lehrbuch der Mengenlehre (Zarys teoryi
mmnogosci, d. h. Abrifs der Mengentheorie; 158 Seiten) von WACLAW SIERPINSKI
(1882-1969) kann nicht als ein solches Werk betrachtet werden, obwohl es so-
wohl allgemeine Mengenlehre als auch die Theorie der Punktmengen enthielt.
Es war vor allem fiir Anfénger gedacht und basierte auf einer 1909 in Lem-
berg gehaltenen Vorlesung. Im Vorwort bezeichnet es STERPINSKI als Ziel seines
Buches, die wichtigsten Methoden und Ergebnisse der Mengenlehre mdoglichst
einfach darzustellen. Die Mengenlehre sei fiir alle Mathematiker nétig; dariiber-
hinaus sei sie fiir Philosophen von Interesse. Er habe sein Buch so geschrieben,
daft aufer minimalen mathematischen Kenntnissen und einer gewissen Fihig-
keit zum abstrakten Denken keine weiteren Voraussetzungen notig seien, so
dafs es Studenten im ersten Jahr bereits studieren kénnten. Die zahlreichen
Anwendungen der Mengenlehre habe er nicht behandeln wollen, weil dann das
Buch um ein Vielfaches umfangreicher und fiir Anfinger zu schwierig geworden
wire. Entsprechend dieser Zielstellung geht SIERPINSKIs Buch in der allgemei-
nen Mengenlehre kaum iiber das hinaus, was schon in CANTORs Beitrigen zur
Begriindung der transfiniten Mengenlehre ([C 1895/97]) steht. Zum Beispiel be-
handelt das Kapitel {iber wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen nur die
zweite Zahlklasse (die hoheren Alephs werden gar nicht erwihnt). Auch ZER-
MELOs Wohlordnungssatz kommt nicht vor. Eine methodische Besonderheit ist

193 Abgedruckt im Band T dieser Edition.



der konsequente Aufbau der Punktmengentheorie, die auf den R™ beschrinkt
bleibt, ohne transfinite Ordinalzahlen. STERPINSKIS Buch wurde nicht in ande-
re Sprachen iibersetzt und diirfte wegen der Sprachbarriere iiber Polen hinaus
nicht bekannt geworden sein; jedenfalls wurde es im Jahrbuch iber die Fort-
schritte der Mathematik nicht einmal angezeigt.

Mit den Grundziigen der Mengenlehre von HAUSDORFF lag schlieflich das er-
ste Lehrbuch vor, das alle Gebiete, die man damals zur Mengenlehre rechnete,
systematisch behandelte. Es ist bemerkenswert, daf HAUSDORFFs Werk selbst
wesentlich dazu beigetragen hat, dafs es auch das letzte derartige Buch war, zu-
mindest in einer allgemein zugénglichen Sprache.!®* Denn die von HAUSDORFF
als eigensténdige Disziplin etablierte allgemeine Topologie entwickelte sich nach
dem ersten Weltkrieg sehr rasch und erforderte eigene Lehrbiicher. Auch die
Mafs- und Integrationstheorie und die Theorie der reellen Funktionen spalte-
ten sich als eigenstdndige Disziplinen von der Mengenlehre ab. Lehrbiicher der
Mengenlehre handelten in der Folgezeit vor allem von der allgemeinen Mengen-
lehre; zunehmend wurden die Axiomatik und die Beziehungen zur Logik zum
Kernthema.

2.7 Schoenflies’ Buch von 1913 im Vergleich mit Hausdorffs Grundziigen

1913, wenige Monate vor Erscheinen der Grundziige, brachte A. SCHOENFLIES
eine vollkommen iiberarbeitete und stark erweiterte Fassung des ersten Teiles
seines Mengenberichts [Sch 1900] heraus. Fiir das Projekt der Neubearbeitung
seines Berichtes hatte er in H. HAHN einen hervorragenden Kenner der Mate-
rie als Partner gewonnen. Das neue Werk sollte aus zwei Teilen bestehen. Der
erste, von SCHOENFLIES bearbeitete Teil ([Sch 1913]) enthielt die allgemeine
Mengenlehre und die Theorie der Punktmengen. Der zweite Teil, von HAHN
bearbeitet, sollte die Theorie der reellen Funktionen enthalten, ferner ein Ka-
pitel {iber die Axiomatik der Mengenlehre. Dieser zweite Teil konnte wegen des
ersten Weltkrieges nicht mehr erscheinen. HAHN verwendete seine Vorarbeiten,
um 1921 bei Springer ein eigenstéindiges Werk Theorie der reellen Funktionen
herauszugeben (ohne das Kapitel iiber Axiomatik). Mengentheoretisch fufite
dieses Werk schon ganz auf HAUSDORFFs Grundziigen; HAUSDORFF hatte auch
die Korrekturen mitgelesen.

[Sch 1913] sollte nach wie vor eine

eigenartige Mischung von historischem Bericht und methodischem
Lehrbuch!'®®

sein, wie SCHOENFLIES im Vorwort betonte. Das Werk hatte aber in der Tat
mehr den Charakter eines Lehrbuchs angenommen. Thm war in Bezug auf Pré-

194Vy . SirrPINSKI hatte 1923 eine stark erweiterte Ausgabe seines Zarys teoryi mnogosci
herausgebracht; 1928 erschien der Zarys nochmals erweitert in zwei Bdnden: Liczby poz-
askorniczone (Transfinite Zahlen) und Topologia ogédlna (Allgemeine Topologie). Die meisten
Mathematiker nahmen dieses Werk allerdings als zwei vollig verschiedene Biicher wahr: Band
1 erschien 1928 in Paris in franzdsischer Ubersetzung, Band 2 1934 in Toronto in englischer
Ubersetzung (s. dazu Abschnitt 3.2).

195[Sch 1913], S. TV.



zision der Darstellung zweifellos die Mitwirkung von HAHN und besonders die
von BROUWER zugute gekommen, welche SCHOENFLIES im Vorwort hervor-
hebt. HAUSDORFF betrachtete das SCHOENFLIESsche Buch ein wenig als Kon-
kurrenz zu seinen Grundziigen. In dem bereits erwihnten Brief an HILBERT
vom 27. 2. 1914 schrieb er im Hinblick auf die Grundziige:

Leider ist mir Schoenflies zuvorgekommen, dessen zweite Auflage im-
merhin wesentlich besser ist als die erste.*®°

SCHOENFLIES’ Buch war ohne Zweifel das bis dahin umfassendste Buch {iber
Mengenlehre und die beste Gesamtschau auf den erreichten Stand der Theo-
rie. Allerdings war es dem damals schon 60-jahrigen Autor nicht gelungen, neue
methodische bzw. begriffliche Gesichtspunkte einzufiihren oder neue eigene Re-
sultate vorzulegen. SCHOENFLIES hatte mit seinem Werk das Pech, daff wenige
Monate spiter mit HAUSDORFFs Grundziigen ein weitaus iiberlegenes Lehrbuch
erschien, welches sein Buch schliefilich vollkommen {iberschattete. Warum das
so war, wird aus dem folgenden Vergleich beider Werke deutlich werden. Dabei
beschrénken wir uns — was die Grundzige betrifft — auf allgemeine Bemerkun-
gen, da in den Anmerkungen zum Text der Grundzige (S.577 ff) und in den
kommentierenden Essays (S.619 ff) die inhaltlichen Details und insbesondere
HAUSDORFFs Innovationen ausfiihrlich behandelt werden.

In den Kapiteln iiber allgemeine Mengenlehre présentiert SCHOENFLIES in-
haltlich grofe Teile des damals aktuellen Standes. SCHOENFLIES’ Darstellung
ist jedoch vollig traditionell und 14ft deutlich erkennen, daf er die Mengen-
lehre als eine mathematische Teildisziplin unter vielen und nicht — wie HAUS-
DORFF — als ,Fundament der gesamten Mathematik” betrachtete (dazu hatte
sich SCHOENFLIES 1911 explizit gedufert; s.u.). So beginnt er mit Kardinal-
zahlen und behandelt dann in gesonderten Kapiteln abzdhlbare Mengen, die
Vergleichbarkeit der Kardinalzahlen und iiberabz&hlbare Mengen. Es folgen die
Theorie der geordneten Mengen (Ordnungstypen) und die der wohlgeordneten
Mengen (Ordnungszahlen). Unter seiner Absicht, auch historisch Bericht zu er-
statten, leidet des Ofteren die Systematik der Darstellung. So prisentiert er —
wohl als Zugestdndnis an die historische Entwicklung und an die Kritiker der
allgemeinen Theorie der h6heren Zahlklassen — ein separates Kapitel {iber die
zweite Zahlklasse. Dies ist aus Sicht der allgemeinen Theorie der Ordnungs-
zahlen in keiner Weise gerechtfertigt und zeitigt das Resultat, daf sich vieles
hier behandelte im Kapitel ,,Allgemeine Theorie der transfiniten Ordnungszah-
len“ wiederholt. Ahnlich liegen die Dinge bei der Anwendung der transfiniten
Induktion, und man kdnnte noch eine Reihe weiterer Beispiele nennen. Aus-
fithrlicher ist SCHOENFLIES gegeniiber HAUSDORFF in Bezug auf die Ordinal-
zahlarithmetik (Hauptzahlen, Primzahlzerlegung), ferner bei der Darstellung
der wichtigen Ergebnisse von PAUL MAHLO (1883-1971), den HAUSDORFF
lediglich im Anhang kurz erwéihnt, obwohl sich MAHLO in seinen Arbeiten di-

196N, HiLerT, Niedersichsische Staats- und Universititsbibliothek zu Gottingen, Hand-
schriftenabteilung, Nr. 136.



rekt an HAUSDORFFs Untersuchungen iiber geordnete Mengen angeschlossen
hatte.'?7

Im Teil iiber die Punktmengen beschrinkt sich SCHOENFLIES auf die Punkt-
mengen des R*:

Die Punktmengen, die wir betrachten, sind Punktmengen des ge-
wohnlichen euklidischen Raumes.'?®

In einer Fufinote merkt er an, daft man alles auch auf den R” iibertragen kdnne.
Dann heiftt es in der Fufinote weiter:

Die Punktmengen des R, von unendlich vielen Dimensionen bleiben
hier aufer Betracht; fiir sie vgl. Bericht IT ([Sch 1908a] — W. P.), S.83
199

SCHOENFLIES macht keinerlei Versuch einer Synthese hin zu einem allgemeine-
ren Raumbegriff. Er stellt die Punktmengentheorie durchaus auf dem aktuellen
Stand dar; z. B. werden — wenn mdglich — Begriffe und Sitze der Punktmen-
gentheorie des R* auf beliebige Ordnungstypen iibertragen. Die Darstellung ist
aber vollkommen traditionell und fufft zum grofsen Teil noch auf dem CAN-
TORschen Ableitungsbegriff. Die Uberschriften der einzelnen Kapitel belegen
dies ausreichend: I. Einige Hilfssétze iiber Grenzpunkt und Stetigkeit, II. Die
Ableitungen, ITI. Struktur und Méchtigkeit der Punktmengen, IV. Die abge-
schlossenen und perfekten Mengen, V. Inhalt und Mefsbarkeit der Punktmen-
gen, VI. Beispiele und Anwendungen.

Die Beziehungen der Mengenlehre zur Logik und die Antinomienproblema-
tik hat SCHOENFLIES bewufst ausgeklammert, wie er im Vorwort betont. Er
verweist jedoch Ofter auf seine Arbeit Uber die Stellung der Definition in der
Axiomatik ([Sch 1911]), in der er seine Ansichten zu Grundlagenfragen darge-
stellt hat. SCHOENFLIES meint dort, daf die Mengenlehre ,,allméahlich in philo-
sophisches Fahrwasser geraten sei und deshalb ,die zwingende Kraft, die der
mathematischen Schlufiweise innewohnt, zu einem Teile verloren“ habe. Als
Vertreter der philosophischen Richtung nennt er PEANO, RUSSELL und HES-
SENBERG. Auch ZERMELO sei ,jinnerlich durch die Arbeiten beeinfluft, die von
den philosophischen Mengentheoretikern herriithren.“ Er wirft HESSENBERG
und ZERMELO vor, dafs sie nur Mengen zulassen wollen, die man mittels der
Axiome aus vorhandenen Mengen ableiten kann, wobei man a und {a} unter-
scheiden miisse. Diese Forscher seien ,,augenscheinlich eingeschiichtert - - - durch
das Gespenst der Russellschen Mengen und &hnlicher Paradoxa.“ SCHOENFLIES
ist — im Gegensatz zu HAUSDORFF — nicht der Meinung, daf die Mengenlehre
das Fundament der Mathematik ist:

Die Mengenlehre kann unmdglich die Aufgabe haben, bei der axioma-
tischen Grundlegung ihrer Begriffe und Beziehungen auch das gesamte

1979 dazu [GotKre 1984].
198[Sch 1913], S. 229.
199Fbd., S. 229.



Gebiet der Arithmetik und Analysis vor ihr Forum zu ziehen. Sie muf§
sich darauf stiitzen konnen, daf sie gewisse Hilfsbegriffe von den andern
Wissenschaften entlehnt, insbesondere also den Funktionsbegriff und das
ihm Aquivalente ZERMELOsche Aussonderungsprinzip.?°°

Abschliefsend plidiert SCHOENFLIES dafiir, die Mathematik solle ,die Erledi-
gung der Paradoxa ruhig dem Philosophen iiberlassen.“ Er beendet die Arbeit
mit dem Motto: ,Fiir den Cantorismus, aber gegen den Russellismus!*

SCHOENFLIES stand mit seinen Ausfithrungen einem platonistischen Stand-
punkt, wie CANTOR ihn vertreten hatte, sehr nahe. Obwohl sich HAUSDORFF
zu dieser Arbeit nicht geduflert hat, war er damit gewif nicht einverstanden. Es
braucht auch kaum erwihnt zu werden, daf SCHOENFLIES mit diesen bereits
1911 antiquierten Ansichten keine Resonanz gefunden hat.

HAUSDORFFs Buch atmet den Geist einer neuen Zeit. An die Spitze der Dar-
stellung der allgemeinen Mengenlehre stellt er eine ausfiihrliche Mengenalgebra
mit z. T. neuen, zukunftsweisenden Konzepten (Differenzenketten, Mengenrin-
ge und Mengenkorper, §- und o-Systeme). Diese Einfiihrungskapitel iiber Men-
gen und ihre Verkniipfungen stellen sozusagen die mathematische Sprache der
Zukunft bereit; sie sind auch fiir alle Mathematiker von Interesse, die fiir ih-
re Arbeit in keiner Weise transfinite Zahlen beno6tigen. Insbesondere gelingt
es HAUSDORFF, den Funktionsbegriff mengentheoretisch zu begriinden.?°! Ge-
geniiber SCHOENFLIES erreicht HAUSDORFF auf der Grundlage seiner Einfiih-
rungskapitel eine viel bessere kalkiilméfige Durchdringung und eine prignan-
tere Darstellung des gesamten Stoffes.

Die grofien thematischen Abschnitte (Kardinalzahlen, Ordnungstypen, Ordi-
nalzahlen) beginnt HAUSDORFF mit den allgemeinen Begriffen, entwickelt die
Theorie systematisch und schreitet dann gegebenenfalls zu speziellen Beispie-
len und Anwendungen fort. Inhaltlich geht er in dem Kapitel ,,Beziehungen
zwischen geordneten und wohlgeordneten Mengen* bei einer Reihe von The-
men weit iiber SCHOENFLIES hinaus (z. B.Element- und Liickencharaktere in
Komplexmengen und Produkten, n,-Mengen?°2, nichtarchimedische Ordnun-
gen und HAHNscher Einbettungssatz).

Die Uberlegenheit von HAUSDORFFs Grundziigen gegeniiber dem SCHOEN-
FLIESschen Werk wird besonders im Teil iiber die Punktmengen deutlich. Hier
wird eine allgemeine Theorie axiomatisch entwickelt, welche die alte Punkt-
mengenlehre als sehr speziellen Fall enthélt. Der zentrale Begriff dieser Theo-
rie, der HAUSDORFFsche Begriff des topologischen Raumes, ist eine grofartige
Synthese aus verschiedenen Entwicklungen.?°® Auf der Basis dieses allgemeinen
Raumbegriffes werden dann grundlegende Begriffe und Sétze der klassischen

200[Sch 1911], S.249.

2015, dazu den Artikel Zum Begriff der Funktion, dieser Band S.621-633.

2025 dazu den Artikel iiber HausporFFs Theorie der n,-Mengen und ihre Wirkungsge-
schichte, dieser Band, S.645-674.

203Djes wird eingehend im Artikel Zum Begriff des topologischen Raumes, dieser Band,
S.675-744, dargestellt. Die verschiedenen Abschwichungen und Verschirfungen des Haus-
porFFschen Trennungsaxioms behandelt der Artikel Trennungsaziome, dieser Band, S. 745—
751.



Punktmengenlehre — soweit moglich — auf den allgemeinen Fall iibertragen und
damit zum Bestandteil der neu geschaffenen Topologie. Aber HAUSDORFF lei-
stet nicht nur diese ,Ubersetzungsarbeit®, sondern er entwickelt dabei auch
grundlegende Konstruktionsverfahren der Topologie wie Kernbildung (offener
Kern, insichdichter Kern) und Hiillenbildung (abgeschlossene Hiille), und er
arbeitet die fundamentale Bedeutung des Begriffs der offenen Menge (,Gebiet®)
und des von FRECHET eingefiihrten Kompaktheitsbegriffs heraus. Er entwickelt
ferner die Theorie des Zusammenhangs, insbesondere durch Einfiihrung der
Komponenten bzw. Quasikomponenten.?’* Mittels des ersten und schlieklich
des zweiten Abzahlbarkeitsaxioms werden die betrachteten Rdume schrittweise
weiter spezialisiert.2?> Eine grofie Klasse von Riumen, die dem ersten Abzihl-
barkeitsaxiom geniigen, bilden die metrischen Rdume. HAUSDORFF entwickelt
ihre Theorie ausfiihrlich und bereichert sie durch eine Reihe neuer Konzepte
(Hausdorff-Metrik, Vervollstindigung, Totalbeschrinktheit, p-Zusammenhang,
reduzible Mengen).2%¢ Mit den vollstéindigen separablen metrischen Réumen
kommt HAUSDORFF den Eigenschaften der euklidischen Raume schon niher,
auf welche er anschliefend kurz eingeht. Den Abschluf der Punktmengenkapitel
bilden Ausfiihrungen iiber die euklidische Ebene (u.a. der Jordansche Kurven-
satz).

Auch die Paragraphen iiber Abbildungen und iiber Mafs- und Integrations-
theorie bestechen durch die Allgemeinheit des eingenommenen Standpunktes
und die Originalitit der Darstellung.2” Der Anhang schlieklich enthilt das
wohl spektakulédrste Einzelresultat des ganzen Buches, ndmlich HAUSDORFFs
Satz, daf man im R™ fiir n > 3 nicht auf allen beschréinkten Teilmengen einen
Inhalt definieren kann. Der Beweis beruht auf HAUSDORFFs paradoxer Kugel-
zerlegung, fiir deren Herstellung man das Auswahlaxiom benétigt. Satz und
Beweis hat HAUSDORFF gleichzeitig auch in den Mathematischen Annalen ver-
offentlicht.208

Im Verlaufe des 20. Jahrhunderts wurde es zum Standard, mathematische
Theorien mengentheoretisch - axiomatisch aufzubauen. Die axiomatische Me-
thode wirkte dabei, was ihre Zielstellung betraf, in verschiedenen Richtungen.
Zum einen ging es darum, existierende Theorien axiomatisch zu begriinden, wie
es HILBERT fiir die euklidische Geometrie und ZERMELO fiir die Mengenlehre
getan hatten. Zum anderen diente die Schaffung axiomatisch begriindeter allge-
meiner Theorien dazu, den gemeinsamen strukturellen Kern aus verschiedenen
konkreten Féllen oder Teilgebieten herauszuschilen und dann eine abstrakte
Theorie aufzustellen, die alle diese Teile als Spezialfille enthielt und die so
einen grofsen Gewinn an Vereinfachung, Vereinheitlichung und damit letztlich
an Denkokonomie mit sich brachte. HAUSDORFF selbst hat diesen Gesichts-

2043 dazu den Artikel Zusammenhang, dieser Band, S.752-756.

205711 den Abzihlbarkeitsaxiomen und den Separabilititseigenschaften von Riumen s. den
Artikel Abzdhlbarkeitsaxiome, dieser Band, S.757-761.

2065, dazu die entsprechenden Kommentare, dieser Band, S.762-787.

2073, dazu den Kommentar ,Ma®- und Integrationstheorie®, dieser Band, S. 788-800.

208yYiederabdruck mit ausfiihrlichem Kommentar im Band TV dieser Edition, S. 3 — 18.



punkt besonders hervorgehoben (Grundziige, S. 211.)2%9

In der Algebra haben wir mit E. STEINITZ’ Theorie der Korper ([Ste 1910])
und mit A. FRAENKELs Ringtheorie ([Fr 1914]) erste Beispiele solcher axioma-
tischer Theorien. Allgemeingut wurde die abstrakte Auffassung in der Algebra
erst durch das Wirken von EMMY NOETHER (1882-1935) und ihrer Schule?!'?;
die erste lehrbuchmifige Darstellung war VAN DER WAERDENs zweibdndige
Moderne Algebra von 1930/31.

In der Topologie stammen erste Versuche axiomatischer Raumtheorien von
MAURICE FRECHET (1878-1973) ([Fré 1906]) und von FRIEDRICH RIESZ (1880-
1956) (JRi 1907]). Beide waren aber noch nicht zu einer weit genug entwickelten
Theorie gekommen.?!" Die topologischen Kapitel der Grundzige brachten so-
mit nicht nur eine Reihe einschligiger neuer Begriffe und Resultate, sondern
sie waren auch methodisch eine Pionierleistung und insofern richtungsweisend
fiir die gesamte moderne Mathematik.

Die sich in dieser methodischen Neuorientierung manifestierende Auffassung
vom Wesen der Mathematik hatte sich HAUSDORFF schon viele Jahre vor Nie-
derschrift der Grundziige gebildet, ja sogar geraume Zeit vor den Verdffentli-
chungen von FRECHET und RIESZ. Eine sehr wichtige Anregung dazu diirfte
von den Grundlagen der Geometrie ausgegangen sein, die D. HILBERT 1899 ver-
Offentlicht hatte. Wir wissen aus einem Brief HAUSDORFFs an HILBERT vom
12.10.1900, wie stark er davon beeindruckt war.2'? HAUSDORFF betrachtet es
als groffen Fortschritt, dafs sich die Geometrie zu seiner Zeit — nicht zuletzt
unter dem Eindruck von HILBERTs Grundlagen der Geometrie — immer mehr
als autonome Wissenschaft verstand. Indem HILBERT die Geometrie nicht als
Wissenschaft vom ,wirklichen Raum, sondern als reines Gedankengebilde auf-
faft, iberwindet er die Heteronomie der Geometrie und schafft eine autonome
Wissenschaft. In einem etwa 1904/1905 entstandenen Fragment, iiberschrieben
mit ,,.Der Formalismus®, schreibt HAUSDORFF:

In der ganzen philosophischen Discussion seit Kant ist die Mathema-
tik, oder wenigstens die Geometrie, stets als heteronom behandelt wor-
den, als abhéingig von einer fremden Instanz, die wir, nihere Bestimmung
vorbehalten, als Anschauung bezeichnen konnen, mag es nun reine oder
empirische, subjective oder wissenschaftlich corrigirte, angeborene oder
erworbene Anschauung sein. Von dieser Abhéngigkeit sich zu befreien,
aus der Heteronomie zur Autonomie sich durchzukampfen war die wich-
tigste principielle Aufgabe der modernen Mathematik, zu deren Losung
allerdings mehr der innere Betrieb und die thatséchlichen Leistungen
dieser Wissenschaft als ihr schon langst etwas erkaltetes Bediirfnis nach

209Fs ist bemerkenswert, daf noch im Jahre 1922 STEFAN BanacH (1892 — 1945) ganz
dhnlich wie HAUSDORFF argumentierte, um seine axiomatische Einfiihrung der normierten
linearen Riume zu rechtfertigen. ([Ba 1922], S. 134).

2108, [Co 1996].

211Nsheres zu FRECHET und RiEsz s. dieser Band, S.701 ff.

212HAusporFF schreibt darin, daf er sich zu den ,aufrichtigen Bewunderern® der Hrr-
BERTSchen Schrift z&hlt und daf deren Lektiire einen ,hochstgesteigerten Kriticismus --- als
philosophische Grundstimmung hinterldsst.“ (NL HiLBert, Nr. 136.)



philosophischer Verstindigung gedringt haben.?!?

Eine autonome Mathematik mufs von indefiniblen Grundbegriffen und von
Axiomen ausgehen; ihre Sdtze werden durch Deduktion nach den Gesetzen
der formalen Logik bewiesen. Dazu heifst es in HAUSDORFFs Vorlesung Zeit
und Raum aus dem Wintersemester 1903/04%'*:

Die Mathematik sieht vollstdndig ab von der actualen Bedeutung, die
man ihren Begriffen geben, von der actualen Giiltigkeit, die man ihren
Satzen zusprechen kann. Thre indefinablen Begriffe sind willkiirlich ge-
wahlte Denkobjecte, ihre Axiome willkiirlich, jedoch widerspruchsfrei ge-
wahlte Beziehungen zwischen diesen Objecten. Die Mathematik ist Wis-
senschaft des reinen Denkens, gleich der formalen Logik.?'

Und im Hinblick auf die mathematische Schicht des Raumbegriffes®!'® heifit es:

Also: der Raum eine logische Construction, ndmlich Inbegriff aller
Satze, die logisch folgen aus den willkiirlich gew#hlten Axiomen, wobei
die vorkommenden Begriffe willkiirlich gewihlte Denkelemente sind.?'”

In dem oben genannten Formalismus-Fragment schreibt HAUSDORFF dazu:

Die reine Mathematik, die ,freie”, autonome Mathematik betrachtet
Gedankendinge, Symbole von unbestimmter Bedeutung, die keinem an-
dern Zwange als dem der logischen Denkbarkeit, der Widerspruchsfreiheit
unterworfen sind. Sobald diesen Symbolen ein actueller Sinn beigelegt
wird, eine Beziehung zur Wirklichkeit, treiben wir angewandte Mathe-
matik.>'®

HAUSDORFF besitzt eine klare Einsicht in das Wesen von Grundbegriffen, De-
finitionen, Axiomen und Sétzen einer solchen autonomen Mathematik:

Definition und Deduction [sind] keine absoluten Bestimmungen, son-
dern Relationen eines Begriffs zu andern Begriffen, eines Urtheils zu ande-
ren Urtheilen |[...], wobei also zuletzt primitive Elemente, d. h. unerklérte
Begriffe und unbewiesene Urtheile (Axiome) iibrig bleiben miissen. Man
wird in der Auswahl dieser Elemente einen gewissen Spielraum haben
und ihre Anzahl, falls daran etwas liegt, auf ein Minimum herabdriicken
konnen, aber vollig zu vermeiden sind sie keineswegs.??

Insbesondere darf sich die so verstandene Mathematik nicht auf die Anschauung
als Beweisgrund stiitzen:

213N, HauspoRFF : Kapsel 49 : Fasz. 1067, Bll. 6-7.

21430wohl das oben genannte Formalismus-Fragment, als auch die Vorlesung Zeit und Raum
werden im Band VI dieser Edition vollstindig abgedruckt.

215NT, HausporrF : Kapsel 24 : Fasz. 71, Bl. 4.

2165 dazu diesen Band, S. 690 ff.
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Die Anschauung ist ungenau, beschrinkt, irrefithrend, individuell,
wandelbar, wihrend die Mathematik genau, unbeschrénkt, zuverlissig,
allgemein, unverinderlich sein soll.??°

HAUSDORFF war in seiner Kritik der Anschauung jedoch keineswegs dogma-
tisch; er schitzte ihren grofsen heuristischen und padagogischen Wert. So heift
es in der Vorlesung Zeit und Raum:

Sie [die Anschauung — W. P.] hat unschéitzbaren heuristischen, pida-
gogischen, illustrativen Werth, suggerirt uns neue Ideen, hilft Verwickel-
tes mit einem Blicke iibersehen, préigt sich mit unvergleichlicher Lebhaf-
tigkeit dem Gedé#chtnisse ein; aber sie beweist nichts, noch nicht einmal
die Denkbarkeit des Angeschauten.??!

Wenn man die obigen Zitate Revue passieren lafst, konnte man zunéchst ver-
wundert sein, daff HAUSDORFF keinen Versuch gemacht hat, ,das Fundament
des Fundamentes“ (Grundziige, S.1) auch zu sichern, d. h. die Mengenlehre
selbst axiomatisch aufzubauen. Er kannte natiirlich ZERMELOs Axiomatisie-
rung, hielt diesen Versuch aber noch nicht fiir abgeschlossen:

Den [...] notwendigen Versuch, den Prozef der uferlosen Mengen-
bildung durch geeignete Forderungen einzuschrinken, hat E. ZERMELO
unternommen. Da indessen diese dufierst scharfsinnigen Untersuchungen
noch nicht als abgeschlossen gelten konnen und da eine Einfiihrung des
Anfingers in die Mengenlehre auf diesem Wege mit grofien Schwierigkei-
ten verbunden sein diirfte, so wollen wir hier den naiven Mengenbegriff
zulassen, dabei aber tatsdchlich die Beschriankungen innehalten, die den
Weg zu jenem Paradoxon abschneiden.???

Gewifs wird es HAUSDORFF nicht entgangen sein, daff ZERMELOs Begriff der
ydefiniten Eigenschaft“ an Prizision zu wiinschen iibrig liefs. Im weiteren Ver-
lauf der Grundziige geht HAUSDORFF auf Grundlagenfragen nicht mehr ein. Bei
der Herleitung seines Kugelparadoxons beispielsweise benutzt er das vieldisku-
tierte Auswahlaxiom, ohne es iiberhaupt zu nennen.??3

3. 7Zur Rezeption der Grundziige der Mengenlehre

3.1 Allgemeine Bemerkungen. Die Fundamenta Mathematicae

HAUSDORFFs Grundziige erschienen — wie schon erwidhnt — im April 1914,
in einer bereits spannungsgeladenen Zeit am Vorabend des 1. Weltkrieges. Im
August 1914 begann der Krieg, der auch das wissenschaftliche Leben in Eu-
ropa in dramatischer Weise in Mitleidenschaft zog. Unter diesen Umsténden
220Fpd., BL. 9.
22INT, HausporrF : Kapsel 24 : Fasz. 71, Bl. 56.

222[H 1914a], S. 2.
223HausporrFs Stellung zu den Grundlagendebatten wird in [H 1908] besonders deutlich;

es sei in diesem Zusammenhang auf den entsprechenden Kommentar im Band I dieser Edition
verwiesen.




konnte HAUSDORFFs Buch in den ersten fiinf bis sechs Jahren nach seinem Er-
scheinen kaum wirksam werden. Es mag auch eine Rolle gespielt haben, daf
nach wie vor nur ganz wenige der etablierten Mathematiker auf dem Gebiet der
Mengenlehre forschten, so dafs erst nach dem Kriege von einer neuen, jungen
Forschergeneration die zukunftsweisenden Impulse der Grundziige aufgenom-
men wurden. Jedenfalls nahm man in den fithrenden deutschen mathemati-
schen Fachzeitschriften bis weit nach dem 1. Weltkrieg von HAUSDORFFs Buch
iiberhaupt keine Notiz. So werden die Grundziige in den Mathematischen An-
nalen bis Band 82 (1921) von niemand zitiert, ausgenommen von HAUSDORFF
selbst in seiner beriihmten Arbeit Dimension und duferes Maf.>** Im Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik werden die Grundziige erstmals im
Band 155 (1926) zitiert. Es ist auch bemerkenswert, daf dieses wichtige Buch
im Jahresbericht der DMV nicht besprochen wurde, so daff HAUSDORFF 1917
schlieRlich zur Selbsthilfe griff und eine Selbstanzeige einriicken lieR.?2°

Immerhin gab es eine ganze Reihe von Rezensionen der Grundzige.?2® Ei-
ne erste erschien bereits 1914 im Literarischen Zentralblatt fir Deutschland.
Dort, wurden [H 1914a], [Sch 1913] und [Koe 1914] gemeinsam besprochen.
Der Teil {iber die Grundzige ist inhaltlich diirftig und beschrénkt sich im we-
sentlichen auf die Aufzihlung von Themen. 1915 gab es drei Rezensionen, ei-
ne zwar freundliche, aber nicht sehr detaillierte von HEINRICH WIELEITNER
(1874-1931) in der Zeitschrift fir mathematischen und naturwissenschaftli-
chen Unterricht, eine von dem Wiener Funktionentheoretiker WILHELM GROSS
(1886-1918) in Monatshefte fiir Mathematik und Physik, welche die Originali-
tat des HAUuSDORFFschen Werkes hervorhebt, ohne sehr ins Einzelne zu gehen,
und eine von dem in der Mengenlehre bestens bewanderten GIULIO VIVANTI
(1859-1949) im Bolletino di bibliografia e di storia delle science matematiche
e fisiche. Diese Rezension wird HAUSDORFFs Leistung sehr viel besser gerecht
als die oben genannten. VIVANTI zitiert z. B. HAUSDORFFs Umgebungsaxio-
me im Wortlaut und legt den Schwerpunkt seiner inhaltsreichen Besprechung
auf die topologischen Kapitel der Grundziige. Er schlieft mit der Uberzeugung,
daf HAUSDORFFs Buch ,ein wichtiger Schritt nach vorn sowohl im Hinblick auf
Verallgemeinerung als auch hinsichtlich der Strenge ist.“

Gering war die Resonanz in Frankreich. 1916 erschien anonym eine neun-
zeilige Besprechung in L’enseignement mathématique, die immerhin beschei-
nigt, daff HAUSDORFFs Buch eine excellente Einfiihrung in das Studium der
Mengenlehre ist, und die ansonsten sinngemif einige Passagen aus HAUS-
DORFFs eigener Einleitung wiederholt. Das Bulletin des Sciences Mathéma-
tiques, welches regelméfig zahlreiche Biicher besprach, nahm weder von den
Grundziigen noch von [H 1927a] und [H 1935a] Notiz.??” Selbst ein Forscher wie
FRECHET, der an HAUSDORFFs Buch ein vitales Interesse haben mufste, hat es
nach eigenem Zeugnis erst nach dem Ende des Krieges gelesen; er schrieb 1921:

224 Abdruck mit Kommentar: Band IV dieser Edition, S. 19-54.

2255 diesen Band, S.829.

226 Alle uns bekannt gewordenen Rezensionen sind in diesem Band, S.827-855, abgedruckt.
22TDurchgesehen wurden die Bénde bis 1940.



Ce n’est qu’aprés la guerre j’ai pu lire l'intéressant Livre de Haus-
dorff.?%®

Es ist vielleicht auch bezeichnend, dafs die Besprechung der Grundziige im
Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathematik von keinem prominenten Mathe-
matiker vorgenommen wurde, sondern vom Herausgeber des Jahrbuchs selbst,
dem greisen EMIL LAMPE (1840-1918), der zwar ein personlicher Freund CAN-
TORs, aber kein Kenner der Mengenlehre war. LAMPE wiederholte im wesentli-
chen HAUSDORFFs eigenes Vorwort und nannte dann lediglich die Kapiteliiber-
schriften der Grundziige. 1920 erschien eine fast gleichlautende Besprechung
LaMPEs im Archiv der Mathematik und Physik; der Jahrbuchband fiir 1914/15
kam erst 1922 heraus.

Eine sehr griindliche und kompetente Rezension der Grundziige erschien im
Dezember 1920 im Bulletin of the American Mathematical Society. Thr Autor
HENRY BLUMBERG (1886-1950) hatte 1912 bei EDMUND LANDAU (1877-1938)
in Gottingen promoviert und arbeitete hauptsichlich auf dem Gebiet der reellen
Funktionen. Es ist auch heute noch ein Genuf, diese von tiefem Verstandnis
und Bewunderung fiir HAUSDORFFs Werk getragene Besprechung zu lesen.?2?

BLUMBERGSs Rezension féllt in eine Zeit, in der sich eine junge, neue Gene-
ration von Forschern anschickte, die Anregungen aufzunehmen, die in HAUS-
DORFFs Buch in so reichem Mafse enthalten waren, wobei ohne Zweifel die
Topologie im Mittelpunkt des Interesses stand. Unter diesen Forschern sind
besonders zu nennen STEFAN BANACH, KAROL BORSUK (1905-1982), WI-
TOLD HUREWICZ (1904-1956), ZYGMUNT JANISZEWSKI, BRONISEAW KNA-
STER (1893-1980), KAZIMIERZ KURATOWSKT (1896-1980), ANTONT LOMNICKI
(1881-1941), STEFAN MAZURKIEWICZ, WACLAW SIERPINSKI, HUGO STEIN-
HAUS (1887-1972), ALFRED TARSKI (1901-1983) und STANISLAW ULAM (1909-
1984) in Polen, PAUL ALEXANDROFF, LEV TUMARKIN (1904-1974), ANDREJ
TYCHONOFF (1906-1993) und PAUL URYSOHN in Rufland, HANS HAHN, KARL
MENGER (1902-1985) und LEOPOLD VIETORIS (1891-2002) in Osterreich, HEIN-
RICH TIETZE (1880-1964) in Deutschland (viele dieser Forscher jeweils mit ei-
ner Reihe von Schiilern). Auffallend stark sind Mathematiker aus Polen und
Rufland vertreten, wihrend die Rezeption der Grundziige durch Mathematiker
des eigenen Landes relativ bescheiden blieb. Besonders eng waren HAUSDORFFs
Beziehungen zu den russischen Topologen. Es verwundert deshalb nicht, daf
er 1929 in einem Brief an ALEXANDROFF schrieb: ,Mein Stern geht tatséich-
lich im Osten, d. h. in Moskau auf.“ In einem dem Brief beigelegten offiziellen
Dankschreiben HAUSDORFFs anléflich seiner Ernennung zum Ehrenmitglied

228[Fré 1921], S.367. Es ist dies die zeitlich friiheste Erwihnung der Grundziige bei
FrEcHET. TAavYLOR vermutet, daff FRECHET 1919 von dem amerikanischen Mathematiker
T. H. HiLbEBRANDT auf HausporFrs Werk aufmerksam gemacht worden ist. HILDEBRANDT
schrieb am 2.2.1919 an FrEcHET (im Hinblick auf Riume, die durch Umgebungsaxiome de-
finiert sind, nach Erwihnung von R. E.RooT): ,,The treatment of this subject in the latter
work [HAausDORFFs Grundziige — W. P.] is one of the best things I know along this line.“([Tay
1985], S. 284).

229 Abgedruckt in diesem Band, S.844-853.



des topologischen Vereins der Universitdt Moskau heifit es — an ALEXANDROFF
gerichtet:

Es ist mir eine grosse Genugtuung, dass meine Bemiihungen um ex-
akte Grundbegriffe in der Punktmengenlehre in Threm Kreise so riick-
haltlose Anerkennung gefunden haben, und ich verfolge mit freudiger
Anteilnahme den gewaltigen und umfangreichen Aufbau der Topologie,
den Sie und Thre Schiiler auf jenen Grundlagen errichtet haben und noch
weiter auszugestalten im Begriff sind.?*°

Russische Mathematiker hatten auch einen betrichtlichen Anteil an der Rezep-
tion der Grundziige in Deutschland selbst: Von den 34 Arbeiten in den Béanden
83(1921) bis 106(1932) der Mathematischen Annalen, die HAUSDORFFs Grund-
ziige zitieren und die z. T. direkt daran ankniipfen, stammen 16 von russischen
Autoren.

Eine besondere Rolle bei der Rezeption der HAUSDORFFschen Ideen spielte
die 1920 in Polen gegriindete Zeitschrift Fundamenta Mathematicae. Bereits
1917 hatte Z. JANISZEWSKI in einer Denkschrift Vorschlige gemacht, wie in
einem neu erstehenden Polen die Mathematik zu internationaler Bedeutung
gefithrt werden konne. Er schlug darin vor, die Krifte auf ein modernes aus-
sichtsreiches Gebiet zu konzentrieren und ein spezielles Fachjournal zu griin-
den, welches ausschlieflich diesem Spezialgebiet gewidmet sein sollte. Als 1919
schlieklich JANISZEWSKI, SIERPINSKI und MAZURKIEWICZ als Professoren an
der wiedererstandenen Warschauer Universitdt vereint waren, wurden diese
Pline in die Tat umgesetzt.2?! Man wihlte als Gebiet die Mengenlehre und
ihre Anwendungen und griindete mit Fundamenta Mathematicae eine der er-
sten mathematischen Spezialzeitschriften mit den Schwerpunkten Mengenlehre,
Topologie, Theorie der reellen Funktionen, Maf- und Integrationstheorie, Funk-
tionalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathematik. Ein besonderes Gewicht
hatte in diesem Spektrum die allgemeine Topologie. Von Band 1 (1920) an war
die Zeitschrift, gefiihrt von STERPINSKT und MAZURKIEWICZ,2%2 ein internatio-
nal geachtetes Blatt auf hohem Niveau.

HAUSDORFFs Grundziige waren in Fundamenta Mathematicae vom ersten
Bande an mit bemerkenswerter Hiufigkeit prasent. Von den 558 Arbeiten (HAUS-
DORFFs eigene drei Arbeiten nicht gerechnet), die in den ersten 20 Biinden von 1
(1920) bis 20 (1933) erschienen sind, haben 88 die Grundziige zitiert. Dabei muft
man noch beriicksichtigen, dafs HAUSDORFFs Begriffsbildungen zunehmend All-
gemeingut wurden, so daf sie auch in einer Reihe von Arbeiten verwendet wer-
den, die HAUSDORFF nicht explizit nennen. Die hidufigsten Zitationen beziehen
sich auf die Ubernahme HAUSDORFFscher Begriffe und Resultate aus dem to-
pologischen Teil der Grundziige. So fufst z. B. URYSOHNS Mémoire sur les mul-
tiplicités Cantoriennes [U 1925/1926], eine Arbeit vom Umfang eines Buches,

230NL Hausporrr : Kapsel 62. Brief vom 4.1.1929 + Beilage.

2318, dazu [Du 1996], [Kuz 1968] und [Kuz 1970].

232 JANIsSzZEWSKI war kurz vor Erscheinen des ersten Bandes der damals grassierenden Vi-
rusgrippe erlegen.



in der URYSOHN seine Dimensionstheorie entwickelt, vollig auf HAUSDORFFs
Grundziigen; diese werden von URYSOHN nicht weniger als 60 mal angefiihrt.

Auch an andere Teile der Grundziige kniipfen einige aus heutiger Sicht klassi-
sche Arbeiten unmittelbar an. So waren HAUSDORFFs paradoxe Kugelzerlegung
und die damit gewonnene negative Losung des endlich-additiven Mafiproblems
fiir R* mit n > 3 Quelle beriihmter Arbeiten von BANACH, BANACH/TARSKI
und vON NEUMANN.?33 In [T 1925] wird HAUSDORFFs Rekursionsformel fiir
die Alephexponentiation wesentlich verallgemeinert. Dabei spielt HAUSDORFFs
Begriff der Konfinalitit eine grundlegende Rolle.

3.2 Lehrbiicher der allgemeinen Mengenlehre und der allgemeinen Topologie
nach 1914

In den kommentierenden Essays und in den Anmerkungen zum Text der
Grundziige wird auf eine Reihe von Entwicklungen, die sich aus HAUSDORFFs
Werk ergeben haben, im Detail eingegangen. Aus dem Nachlaf HAUSDORFFS
geht hervor, daf er sich fiir einige in den zwanziger Jahren — nicht zuletzt durch
seine Vorarbeit — rasch aufblithende Gebiete der allgemeinen Topologie beson-
ders interessiert hat, wie z. B. die Metrisationsséitze, die Dimensionstheorie,
die Theorie der Kontinua (insbesondere die der Kurven) und die deskriptive
Mengenlehre. Hierauf wird im Band III im Zusammenhang mit der Edition
der weiteren topologischen Veroffentlichungen HAUSDORFFs und mit dem Ab-
druck einer Reihe von Stiicken aus dem Nachlaf genauer eingegangen.?** Hier
sollen lediglich einige Bemerkungen zur Lehrbuchsituation in der Mengenlehre
und der allgemeinen Topologie nach 1914 und zum Verhéltnis der jeweiligen
Lehrbuchautoren zu HAUSDORFFs Grundziigen — soweit sich dies belegen 14ft
— folgen.

Das erste Lehrbuch der allgemeinen Mengenlehre nach 1914 war A. FRAEN-
KELs Einleitung in die Mengenlehre ([Fr 1919]). Es war im Kriege entstanden
und fithrte auf elementarem Niveau in die Mengenlehre ein. Im Vorwort heift
es:

Wer vom Standpunkt des Mathematikers aus das mengentheoretische
Gebaude griindlich kennenlernen will, darf sich daher mit dem vorliegen-
den Biichlein nicht begniigen, sondern muf noch zu einer der am Schluf
angefiihrten Schriften (am besten zu Herrn HAUSDORFFs ,,Grundziigen®)
greifen.?35

1923 erschien eine zweite Auflage von FRAENKELs Werk, bereits in Springers
gelber Reihe. Gegeniiber der ersten Auflage waren die Grundlagenfragen aus-
fithrlicher behandelt und insbesondere die ZERMELOsche Axiomatisierung mit

233[Ba 1923], [BaT 1924], [Neu 1929]. Die Folgeentwicklung von Hausporrrs Kugelparado-
xon ist im Band IV dieser Edition, S. 11-18, eingehend diskutiert.

234Reichhaltiges historisches Material zur Entwicklung der allgemeinen Topologie findet
man in [AuLo 1997/1998].

235[Fr 1919], S. IV. Die ,angefiihrten Schriften® sind neben den Grundziigen die Originalar-
beiten CanTORs, die ScHoENFLIESschen Berichte und [He 1906].



eigenen Erginzungen FRAENKELs dargestellt. Das obige Zitat wird im Vorwort
wiederholt. Die dritte Auflage von FRAENKELS Finleitung in die Mengenlehre
erschien 1928, wiederum erweitert und aktualisiert. An Lehrbiichern fiir die
sabstrakte Mengenlehre nennt FRAENKEL hier — ,etwa in der Reihenfolge von
den elementareren zu den tiefergehenden Darstellungen“- [Gr 1924], [He 1906],
[N 1923], [Li 1926], [H 1914 a], [H 1927 a].23% Obwohl [Fr 1928] als ein vollwer-
tiges Lehrbuch der allgemeinen Mengenlehre bezeichnet werden kann, schrieb
FRAENKEL selbst:

Fiir eindringende Studien kommt allein das ausgezeichnete Lehrbuch
von Hausdorff in Betracht.?*”

Ebenfalls 1928 erschien in der Sammlung Goschen ErRicH KAMKEs (1890-
1961) Mengenlehre. Entsprechend dem Zweck der Sammlung sollte dieses Biand-
chen, welches die allgemeine Mengenlehre und einige Elemente der Punktmen-
gentheorie des R enthielt, Studenten mit einem Basiswissen auf mengentheo-
retischem Gebiet ausriisten. ,,Fiir weitergehende Studien auf dem Gesamtgebiet
der Mengenlehre” empfielt KAMKE HAUSDORFFs Grundzige und HAUSDORFFs
Mengenlehre (s. u.); ,wem mehr an der Herausarbeitung des Grundsitzlichen
liegt®, der solle zu FRAENKELs Biichern [Fr 1927], [Fr 1928] greifen. Das Biich-
lein hat seinen Zweck sehr gut erfiillt; es erlebte nach dem 2. Weltkrieg noch 6
weitere Auflagen.

In der ,,Collection Borel“ erschien 1928 W. SIERPINSKIs Legons sur les nom-
bres transfinis, wie bereits erwihnt, die Ubersetzung von Band 1 seines Zarys
teoryi mnogosci. Das Vorwort schrieb BOREL; er betont dort, daf die Theorie
der transfiniten Zahlen in seiner ,Collection* schon seit 1898 von ihm selbst,
von BAIRE und von LEBESGUE behandelt worden sei, aber immer im Hinblick
auf die Anwendungen in der Analysis. SIERPINSKI behandle sie hier erstmals
als eine eigenstéindige Theorie, unabhingig von den Anwendungen. Ein zweiter
wesentlicher Unterschied bestehe darin, dafs SIERPINSKI an die Realitédt aller
transfiniten Zahlen glaube und ZERMELOs Auswahlprinzip und seinen Beweis
des Wohlordnungssatzes akzeptiere. In Bezug auf HAUSDORFF hinterlafit das
Werk den merkwiirdigen Eindruck, als sei dieser Autor mit seiner freien Auf-
fassung vom Wesen der Mathematik in Frankreich und insbesondere in der
,Collection Borel“ nicht so recht opportun gewesen. Obwohl in Fufnoten zahl-
reiche Literaturhinweise gegeben werden??®, wird HAUSDORFF nicht einmal an
der Stelle genannt, wo von reguldren und singuldren Anfangszahlen die Rede
ist. Es gibt einen einzigen Hinweis auf die Grundziige: Nachdem SIERPINSKI
den Wohlordnungssatz in der Form ,tout ensemble a la méme puissance qu’un
ensemble bien ordonné‘ ausgesprochen hat, heifst es:

236[Grr 1924] ist eine ganz elementare Einfiihrung von 49 Seiten, [N 1923] bringt in einigen
Kapiteln auch die Theorie der transfiniten Zahlen, [Li 1926] ist trotz anderslautendem Titel
im wesentlichen eine kurze Einfithrung in die Mengenlehre. Fiir den holldndisch sprechenden
Leser wird auch noch [HSchog 1926] erwihnt.

237[Fr 1928], S. 394.

238Fine Bibliographie hat das Buch nicht.



Plusiers auteurs, suivant M. Zermelo, expriment ce théoréme en disant

que tout ensemble peut étre bien ordonné.>>®

Hier schliefit sich folgende Fufinote an:

Par exemple, F. Hausdorff, Griindzuge [sic!] der Mengenlehre, Leipzig
1914, p. 133.

Dafs SIERPINSKI HAUSDORFF nicht geschétzt habe, kann gewifs nicht gesagt
werden, denn er hat in Fundamenta Mathematicae in einer Reihe von Artikeln
HAUSDORFF zitiert und in einigen Arbeiten unmittelbar an ihn angeschlossen.

Das Vorwort BORELS zu SIERPINSKIS Legons it erkennen, daf er seine frii-
heren Vorbehalte und Einschrankungen im Hinblick auf die Mengenlehre auch
Ende der zwanziger Jahre noch voll aufrechterhielt. Erst die junge Genera-
tion franzosischer Mathematiker, die sich in der Gruppe BOURBAKI zusam-
menschlof, hat sich iiber diese Vorbehalte hinweggesetzt — fiir sie war HAUS-
DORFFs Werk ein wichtiger Bezugspunkt (s. u.).

HAUSDORFF selbst hatte Anfang 1927 ein Lehrbuch mit dem Titel Men-
genlehre vorgelegt (J[H 1927a]). Es war als zweite, neubearbeitete Auflage der
Grundziige deklariert, in Wirklichkeit aber ein neues Buch. Weggelassen waren
grofse Teile der Theorie der geordneten Mengen, die Maf- und Integrationstheo-
rie und die Abschnitte iiber euklidische Raume. ,Mehr als diese Streichungen
wird vielleicht bedauert werden“ — so HAUSDORFF im Vorwort —

dafs ich zu weiterer Raumersparnis in der Punktmengenlehre den to-
pologischen Standpunkt, durch den sich die erste Auflage anscheinend vie-
le Freunde erworben hat, aufgegeben und mich auf die einfachere Theorie
der metrischen Riume beschrinkt habe, [...]**°

Gewissermafsen als Ausgleich hat HAUSDORFF hier erstmalig den aktuellen
Stand der deskriptiven Mengenlehre dargestellt bis hin zu neuesten FErgeb-
nissen N1COLAT LUSINs (1883-1950), die sich zum Zeitpunkt der Niederschrift
der Mengenlehre noch bei den Fundamenta im Druck befanden. So gesehen
ist HAUSDORFFs Buch auch eine Monographie iiber ein mengentheoretisches
Spezialgebiet und als solche fast ebenso griindlich rezipiert worden wie die
Grundziige.?*!

Weitere spezielle Monographien stammten von FRAENKEL, LUSIN und SIER-
PINSKI. 1927 erschienen FRAENKELs Zehn Vorlesungen iber die Grundlegung
der Mengenlehre ([Fr 1927]). Dieses Werk war ausschliefslich den Grundlagenfra-
gen gewidmet, insbesondere dem axiomatischen Aufbau der Mengenlehre nach
ZERMELO — FRAENKEL. Aber auch der intuitionistische Standpunkt wurde
eingehend dargestellt. Beziehungen zu HAUSDORFF finden sich in diesem Buch
nicht.

239[Si 1928a], S.231.

240[H 1927a], S. 5/6. Das Buch wird im Band III dieser Edition abgedruckt. Dort wird
auch auf die Reaktion verschiedener Mathematiker auf diesen Wechsel des Standpunktes
eingegangen.

2413, dazu die historische Einfithrung zu Band IIT dieser Edition.




1930 kamen in der ,Collection Borel“ LUSINs Legons sur les ensembles analy-
tiques et leurs applications ([Lus 1930]) heraus, eine Monographie iiber deskrip-
tive Mengenlehre mit sehr ausfiihrlichen philosophischen Reflexionen (etwa im
Sinne BORELs). HAUSDORFFs Grundziige werden in diesem Buch nicht zitiert,
seine Mengenlehre gelegentlich, z. B. an der Stelle, wo LUSIN iiber Trennbarkeit
durch Borelmengen handelt. Dort heifst es, wohl auch mit Riickblick auf die von
den Grundzigen ausgehende Entwicklung:

C’est & ’éminent géométre allemand qu’on doit le premier l'idée
générale de séparation des ensembles si importante dans la Topologie.?*?

Philosophisch lagen HAUSDORFF und LUSIN denkbar weit auseinander. Zum
Verhiltnis beider Forscher und zu niheren Einzelheiten iiber LusiNs Werk mufs
erneut auf die historische Einleitung und die Kommentare im Band III dieser
Edition verwiesen werden.

Einem sehr speziellen Fragenkreis war die Monographie Hypothése du continu
von SIERPINSKI gewidmet ([Si 1934a]). Ihm ging es insbesondere um Aussagen,
die zur Kontinuumhypothese dquivalent sind (z.B.in der Theorie der reellen
Funktionen, der Maftheorie und anderen Gebieten). Das Werk beruhte haupt-
séchlich auf Forschungen von SIERPINSKI selbst und von LUSIN und KURATOW-
SKI. HAUSDORFF wird nur im Hinblick auf einige grundlegende Beitréige zitiert
(na-Mengen, unerreichbare Kardinalzahlen, verallgemeinerte Kontinuumhypo-
these).

Die Topologie war nach Erscheinen von HAUSDORFFs Grundziigen noch lan-
ge in zwei fast disjunkte Zweige geteilt, in einen klassischen Zweig mit tiefen,
weit zuriickreichenden Wurzeln in verschiedenen Gebieten der Mathematik und
mit einem Arsenal feinsinniger Methoden (Analysis Situs) und in einen — von
HAUSDORFF erst zu einer Theorie ausgestalteten — mengentheoretischen oder
allgemein-topologischen Zweig.?4* Das erste eigenstindige Buch iiber allgemei-
ne Topologie nach HAUSDORFFs Grundziigen war M. FRECHETs Fspaces abs-
traits ... ([Fré 1928]). FRECHET hatte bereits in seiner Dissertation [Fré 1906]
mit den ,classes (L)“ Raume eingefiihrt, die im allgemeinen keine topologischen
Raume im HAUSDORFFschen Sinne waren. In der Arbeit [Fré 1921] fithrte er
die ,classes (H)“24* ein, die er spéter ,espaces accessibles” nannte. Es sind dies
die topologischen Ti-Rdume. FRECHET benutzte ab 1925 und dann auch in
seinem Buch den Begriff ,espace topologique“ als eine Art Oberbegriff fiir ver-
schiedene Raumklassen und fiihrte zur Unterscheidung fiir die T>-Rdume den
Begriff ,espace de Hausdorff* ein (erstmals in [Fré 1925], dann in [Fré 1926]
und schlieRlich auch in seinem Buch). Diese Bezeichnung hat sich rasch durch-
gesetzt.

FRrRECHETs Buch war allerdings iiberhaupt kein Erfolg. ANGUS TAYLOR schreibt
in seiner detailreichen, die Verdienste und Schwéchen FRECHETs sorgfiltig ab-
wigenden Studie folgendes {iber das FRECHETsche Buch:

242[Lus 1930], S. 156.
2435 dazu insbesondere Abschnitt 3.4.
244 henannt nach dem amerikanischen Mathematiker E. R. HEDRICK.



FRECHET’s decision to omit proofs and merely to describe a great
assortment of ideas and results, with not much selective emphasis, made
the book merely a compendium of definitions, facts, and relationships,
with a guide to the periodical literature as the only help, if further help
were needed. This deprived the book of the appeal of a well planned
textbook which would instruct, inspire, and encourage young scholars.

FRECHET’s book was too late on the scene to have any hope of dis-
placing the influence of HAUSDORFF’s book of 1914. Moreover, it was not
constructed in a manner to capture the minds of young French mathe-
maticians who might readily have preferred a French book to a German
book on Topology.>*?

Das trifft in der Tat den Kern. So hat z. B. ANDRE WEIL (1906-1998), ei-
nes der Griindungsmitglieder der Gruppe BOURBAKI, ziemlich abfillige Be-
merkungen iiber FRECHETs Buch gemacht.?*® Von FRECHETs friiheren Ideen
jedoch haben zahlreiche Mathematiker Anregungen empfangen, insbesondere
eine Reihe amerikanischer Topologen, aber auch ALEXANDROFF und URYSOHN
und nicht zuletzt HAUSDORFF selbst. Treffend hat EDuarD CECH (1893-1960)
FRECHETs Rolle charakterisiert:

Fréchet’s work in general topology is incentive and rich in new ideas,
but it is mainly programmatical, and a complete and thorough study is
seldom given. 247

Es war SIERPINSKI, der FRECHETs H-Klassen sehr eingehend studierte — viel
systematischer und griindlicher als FRECHET selbst — und sie in eine systema-
tische Darstellung der allgemeinen Topologie integrierte, und zwar in seiner
1928 in Warschau erschienenen Topologia ogdlna, dem Band 2 seines Zarys teo-
ryi mnogo$ci. SIERPINSKI beginnt mit sehr allgemeinen Riumen, die lediglich
die iiblichen Axiome fiir offene Mengen erfiillen, geht dann zu den 7;-Riumen
(H-Klassen) iiber, studiert 7} -Réume mit abz&hlbarer Basis, Hausdorfl-Rdume
mit abzdhlbarer Basis, schliefslich normale Ridume und dann metrische Raume.
Diese unvollstandige Aufzahlung zeigt bereits die Grundidee von STERPINSKIS
Darstellung: eine Hierarchie von Raumen, bei sehr allgemeinen beginnend und
zu immer spezielleren fortschreitend, wird auf ihre jeweiligen Eigenschaften hin
untersucht. Im Vorwort hat er dieses Vorgehen besonders hervorgehoben:

Der Inhalt dieses Buches ist so angeordnet, daft die jeweiligen Theore-
me in denjenigen Kapiteln bewiesen werden, in denen die fiir den Beweis
notwendigen Axiome eingefiithrt worden sind. Die Theoreme eines gege-
benen Kapitels sind i. a. nicht richtig fiir Rdume, welche lediglich den
Axiomen des vorhergehenden Kapitels geniigen; [...]**®

Am Ende der Hierarchie stehen vollsténdige metrische Rdume. Der Darstel-
lung der deskriptiven Mengenlehre in diesen Rdumen widmet SIERPINSKI etwa,

245[Tay 1985], S. 361.
246[We 1937], S. 37.
247[Ce 1937], S. 470-471.
248[3i 1928b], Vorwort.




die Halfte des Buches. HAUSDORFFs Grundziige werden in den ersten Kapiteln
mehrmals zitiert (Theorie des Zusammenhangs, topologische Riume, HAUS-
DORFFs Trennungsaxiom, Abzahlbarkeitsaxiome, metrische Rdume, Fj,- und
Gs-Mengen), seine Beitrige zur deskriptiven Mengenlehre finden im letzten
Kapitel Erwihnung (BoRELsche Hierarchie, Méchtigkeit der Borelmengen, re-
duzible Mengen).

Die Wirkung der Topologia ogéina blieb auf Polen beschrénkt; breiter bekannt
wurde das Buch erst, nachdem es 1934 in Kanada in englischer Ubersetzung
erschienen war ([Si 1934b]). Das Werk erlebte nach dem zweiten Weltkrieg
noch weitere Auflagen; in diesen fiihrt SIERPINSKI fiir HAUSDORFFs Biicher [H
1914a] und [H 1927a] — des Ofteren Zitierens wegen — eigene Kiirzel ein.

1933 kam als dritter Band der Serie ,Monografie Matematyczne“ nach den
Klassikern [Ba 1932] und [S 1933] ein weiteres klassisches Werk heraus, C.
KurATOWSKIS Topologie I. Im Vorwort nennt KURATOWSKI an Biichern, von
denen er bei der Abfassung seines Werkes profitiert hat, an erster Stelle die
Grundziige und die Mengenlehre von HAUSDORFF, dann SIERPINSKIS Topolo-
gia ogdlna und schlieklich FRECHETs Les espaces abstraits. Nach SIERPINSKI,
KURATOWSKIs Lehrer, ist HAUSDORFF der im Text mit Abstand am meisten zi-
tierte Autor.2*® KURATOWSKIs Topologie I war ohne Zweifel das einfluireichste
Buch der ,zweiten Generation“ iiber allgemeine Topologie. So wird beispielswei-
se in Fundamenta Mathematicae nach 1933 bei Referenzen, die die allgemeine
Topologie betreffen, zunehmend auf KURATOWSKIs Buch verwiesen. RYSZARD
ENGELKING nennt KURATOWSKIs Topologie I in einem Artikel {iber das ma-
thematische Werk von KURATOWSKI ,a masterpiece of mathematical litera-
ture.“250

Im Kapitel T ,Notions fondamentales, calcul topologique* entwickelt Ku-
RATOWSKI, ausgehend von seinen Hiillenaxiomen, die allgemeine Theorie der
Ti-Riume, wobei die topologischen Eigenschaften als absolute, als relative und
als Eigenschaften im Kleinen studiert werden. Das Kapitel II ,Espaces métri-
sables et séparables“ behandelt zunichst weitere Raumtypen (z.B. spezielle
L-Raume, Hausdorffriume, metrische Réume), um dann die metrisierbaren se-
parablen Rdume in den Mittelpunkt zu stellen und fiir ihre Punktmengen und
Funktionen eine reichhaltige Theorie zu entwickeln, einschliefslich der Elemente
der Dimensionstheorie. Im Kapitel III ,Espaces complets“ stehen die Eigen-
schaften vollstindiger Rdume im Vordergrund (CANTORscher Durchschnitts-
satz, BAIREs Charakterisierung der Mengen 1. Kategorie) sowie Fortsetzungs-
sitze fiir stetige Abbildungen (T1ETZE, HAUSDORFF). Ferner werden die de-
skriptive Mengenlehre behandelt und hier vor allem die Abbildungseigenschaf-
ten verschiedener Mengenklassen, wodurch die Beziehungen der deskriptiven

299Fiir KURATOWSKI war HAUSDORFF zeitlebens ein wichtiger Autor. Als 1969
G. BERGMANN eine Reihe von Faszikeln aus Hausporrrs Nachlaf im Faksimiledruck pu-
blizierte ([H 1969]), hat KuraTowski, damals schon 73 Jahre alt, diese — von der &dufieren
Form her gewiss nicht leicht lesbaren — Manuskripte studiert und in einer eigenen Arbeit
direkt darauf Bezug genommen (Kuratowski, C.: On set-valued B-measurable mappings
and a theorem of Hausdorff. In: [AsFIRin 1972], S. 355-362).

250[En 1998], S. 449.



Mengenlehre zur Topologie besonders deutlich werden.

Die Wirkung von KURATOWSKIs Topologie beruhte zu einem nicht geringen
Teil darauf, daf er die vielfiltigen Beziehungen der allgemeinen Topologie zur
Mafstheorie, zur Theorie der reellen Funktionen, zur deskriptiven Mengenleh-
re und zur Funktionalanalysis aufzeigte und so das Interesse fiir allgemeine
Topologie in weiteren Kreisen von Mathematikern weckte.

Speziellen Teilen der allgemeinen Topologie waren die Monographien Di-
mensionstheorie [Men 1928] und Kurventheorie [Men 1932] von K. MENGER
gewidmet. Diese Gebiete wurden zu groflen Teilen erst nach Erscheinen der
Grundziige entwickelt; Hinweise auf die Grundziige gibt es deshalb in diesen
Werken nur gelegentlich. Aber auch fiir MENGER waren die Grundziige ,das
Standardwerk der Punktmengenlehre. In der Kurventheorie heifit es, nachdem
MENGER bemerkt hat, daft die alten Kurvenbegriffe, welche man vor der Ent-
wicklung der topologischen Dimensionstheorie hatte, nicht befriedigen konnten:

Das Standardwerk der Punktmengenlehre aus dem Jahre 1914 enthélt
denn auch iiberhaupt keine Definition des Begriffes Kurve. Denn, so heifit
es dort, ,die Mengen, die herkdmmlicherweise diesen Namen fiithren, sind
so heterogen, daft sie unter keinen verniinftigen Sammelbegriff fallen.”
(HAUSDORFF, Grundziige der Mengenlehre, 1914, S. 369).%%

HAUSDORFF hat sich sowohl fiir die Dimensionstheorie als auch fiir die Kur-
ventheorie lebhaft interessiert, wie aus zahlreichen Faszikeln in seinem Nachlafs
hervorgeht. Mit MENGERs Darstellung war er nicht recht zufrieden; zu beiden
Biichern gibt es im Nachlafs je ein umfangreiches Manuskript, in denen Formu-
lierungen prézisiert und zahlreiche Beweise verbessert, einige sogar ganz neu
gefaflt werden.?52

Ab den zwanziger Jahren erschienen auch erste Lehrbiicher und Monogra-
phien iiber Gegensténde der klassischen Analysis Situs ([V 1922], [Ke 1923], [Le
1924], [Le 1930], [Re 1932a], [Re 1932b], [Moo 1932], [SeThr 1934]). Alle diese
Werke bendtigen die allgemeine Theorie der topologischen Riume kaum oder
gar nicht und enthalten deshalb keine Darstellung dieses Teils der Topologie;
allenfalls wird kurz darauf hingewiesen. So schreibt z. B. SOLOMON LEFSCHETZ
(1884 — 1972) in seinem Buch Topology ([Le 1930]):

Topology or Analysis Situs is usually defined as the study of properties
of spaces or their configurations invariant under continuous transforma-
tions. But what are spaces and their continuous transformations??°

LEFSCHETZ betrachtet zunéchst sehr allgemeine Umgebungsrdume, um dann
einschrinkend festzustellen:

From the very general type of space considered so far we proceed to
what might be termed ,working spaces“ by imposing restrictive axioms

251Men 1932], S. 78.
252N 5heres dazu im Band III dieser Edition.
253[Le 1930], S. 1.



upon the neighborhoods. The set in widest use today goes back to Haus-
dorff [1] [Grundziige — W. P.] and characterizes what we shall call a Haus-
dorff space.?>*

Aus der allgemeinen Topologie werden auf wenigen Seiten metrische Réume
und Metrisationssitze behandelt; danach geht LEFSCHETZ zu seinem eigent-
lichen Thema iber, der Topologie der Polyeder und Mannigfaltigkeiten mit
Anwendungen auf analytische Mannigfaltigkeiten und algebraische Geometrie.

Das erste Buch, welches eine gewisse Synthese der allgemeinen Topologie
mit anderen Zweigen der Topologie anstrebte, war die Topologie von ALEX-
ANDROFF/HOPF ([AH 1935]). Teil 1 dieses Werkes unter dem Titel ,Grund-
begriffe der mengentheoretischen Topologie“ behandelt nach einer kurzen Ein-
filhrung in die allgemeine Theorie der topologischen Riume (wobei die Ku-
RATOWSKIschen Hiillenaxiome zugrundegelegt werden) vor allem R&ume, die
durch verschiedene Trennungseigenschaften charakterisiert sind, sowie kompak-
te Rdume. ALEXANDROFF hatte bereits in den zwanziger Jahren daran gear-
beitet, die neu entstandene allgemeine Topologie mit den klassischen Zweigen
der Topologie zu verbinden. In einem Brief ALEXANDROFFs an HAUSDORFF
vom 4. 7. 1926 heifst es:

[ . .] selbst arbeite ich an verschiedenen, im allgemeinen recht schwie-
rigen Fragen [...] die sich alle darauf beziehen, um die bis jetzt bestehende
tiefe Schlucht zwischen der allgemeinen (mengentheoretischen) und der
klassischen Topologie auszufiillen, [...]**"

ALEXANDROFF war fiir solcherart Bemiithungen besonders offen: Er hatte HAUS-
DORFF griindlich rezipiert?®®, war einige Zeit bei BROUWER in Blaricum gewe-
sen und weilte mit HEINZ HOPF (1894 — 1971) zusammen im Winter 1927/28
bei ALEXANDER, LEFSCHETZ und VEBLEN in Princeton.

Im Vorwort danken die Autoren u. a. auch HAUSDORFF fiir wertvolle Ratschla-
ge.?5" ALEXANDROFF und HOPF betonen, daf ihr Vorhaben, die Topologie als
Ganzes darzustellen, besonders dadurch erschwert wurde,

[...], dak die Entwicklung der Topologie in zwei voneinander ginz-
lich getrennten Richtungen vor sich gegangen ist: in der algebraisch-
kombinatorischen und in der mengentheoretischen [...]**®

Weiter schreiben sie dann im Vorwort:

Als Marksteine in der Entwicklung der mengentheoretischen Topo-
logie diirfen der Bericht iiber Punktmengen von SCHOENFLIES (1908)

254Fbd., S. 4.

255N, HAUSDORFF : Kapsel 61.

2561n einem Brief vom 13. 5. 1926 schreibt er an HAUSDORFF: ,,Ubrigens merke ich bei meiner
jetzigen Vorlesung in Gottingen, daf ich Ihre erste Auflage [gemeint sind die Grundziige —
W. P.] bereits auswendig zitiere (so dirigieren gute Dirigenten z. B. die Beethovenschen
Symphonien auch ohne Partitur!)* (NL HAusDoRFF : Kapsel 61).

257 HauUsDORFF hatte auch von mindestens der Hilfte des Buches die Korrekturen mitgelesen,
wie aus seinem Briefwechsel mit ALEXANDROFF hervorgeht.

258[AH 1935], S. VIIL.




und das klassische Buch von HAUSDORFF (,,Grundziige der Mengenleh-
re¥, 1914) gelten.?®®

An weiteren Biichern nennen ALEXANDROFF und HOPF fiir die mengentheo-
retische Topologie [Fré 1928], [Men 1928], [Men 1932] und [Ku 1933], fiir die
klassische Topologie neben dem Enzyklopéddieartikel von DEHN und HEEGARD
[V 1922], [Le 1930] und [SeThr 1934].

Aber keines unter den genannten Biichern behandelt die Topologie
als ein Ganzes; vielmehr wird in jedem Buch konsequent nur ein Zweig
dieser Wissenschaft dargestellt.?5°

Das Buch von ALEXANDROFF und HOPF hatte einen grofen Einflufs, wenn
auch die Uberwindung der ,tiefen Schlucht®, von der ALEXANDROFF gesprochen
hatte, damit noch lange nicht erledigt war.25!

3.3 Hausdorff und Bourbaki

In ihren Eléments d’histoire des mathématiques ([Bou 1960]) heben die Ma-
thematiker des BOUBAKI-Kreises HAUSDORFFs Grundzige als Beginn der all-
gemeinen Topologie, ,wie wir sie heute verstehen®, hervor. Es heifst dort:

Avec Hausdorff ([113a], chap. 7-8-9) [[113a] verweist auf die Grund-
ziige — W. P.] commence la topologie générale telle qu’on Ientend au-
jourd’hui. [...] Le chapitre ot il en développe les conséquences [aus den
Umgebungsaxiomen — W. P.] est resté un modéle de théorie axiomatique,
abstraite mais d’avance adaptée aux applications. Ce fut la, tout natu-
rellement, le point de départ des recherches ultérieures sur la topologie
générale, et principalement des travaux de I’école de Moscou, |. ..]*%>

Bemerkenswert ist, dafs die BOURBAKIS als Landsleute von FRECHET die Rolle
HAUSDORFFs bei der Ausarbeitung der Theorie der metrischen Rdume beson-
ders hervorheben?%3:

Comme nous 'avons dit [...], la notion d’espace métrique fut intro-
duite en 1906 par M. Fréchet, et développée quelques années plus tard
par F. Hausdorff dans sa ,Mengenlehre.“?%

und an anderer Stelle:

Hausdorff, qui, dans sa ,Mengenlehre* [113a et b] [[113b meint die
Mengenlehre von 1927 — W. P.] développa beaucoup la théorie des espaces
métriques, reconnut en particulier qu’'on peut appliquer i ces espaces

la construction de Cantor [... (gemeint ist die Vervollstindigung nach
Cantor) — W. P.]?

259Ebd.
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261 Einige Aspekte der komplizierten Wechselbeziehungen zwischen den verschiedenen Zwei-
gen der Topologie werden im Abschnitt 3.4 behandelt.

262[Bou 1960], S. 151.

263 FrECHET war sehr unzufrieden mit den Formulierungen iiber topologische und metrische
Réiume in [Bou 1960]; s. dazu [Tay 1982], S.235-236 und [Tay 1985], S. 303.

264[Bou 1960], S. 176.
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Die grofse Rolle, die gerade auch die Grundziige fiir die Entwicklung und
Akzeptanz der Theorie der metrischen Raume spielten, hat neben BOURBAKI
auch HANS FREUDENTHAL (1905-1990) in einem (unpublizierten) Vortrag iiber
HAUSDORFF, den er 1970 in Miinster hielt, betont. FREUDENTHAL schrieb:

Man kann nicht sagen, daf Fréchets Begriffe [gemeint sind die der Dis-
sertation von 1906 — W. P| bis zu Hausdorffs Buch viel Anklang fanden.
Der erste, der sie in ihren Konsequenzen wirklich von neuem durchdach-
te und derjenige, der sie, sei es unter neuen Namen, popularisierte, war
Hausdorff.266

Das Wirken BOURBAKIS hat aus heutiger Sicht ganz wesentlich dazu beige-
tragen, die Mathematik mengentheoretisch-axiomatisch aufzubauen, ganz nach
dem Muster, wie es HAUSDORFF in den Grundziigen fiir die Topologie geliefert
hatte.?6” Es erhebt sich nun die Frage, inwieweit BOURBAKI von HAUSDORFF
beeinfluflt wurde.

Die Aktivititen der Gruppe BOURBAKI begannen 1934 mit dem Ziel, moder-
ne franzosische Lehrbiicher zu schaffen und so den Riickstand, in den Frank-
reich nach Meinung der Beteiligten gegeniiber der modernen Entwicklung gera-
ten war, rasch aufzuholen. Bereits in dieser Friihphase scheinen HAUSDORFFs
Grundziige wesentlich dazu beigetragen zu haben, diesen Riickstand erst einmal
zu konstatieren. So berichtete Lt DUNG TRANG iiber Gespriche mit CLAUDE
CHEVALLEY (1909-1984), in denen dieser gedufiert habe, erst beim Lesen des
Buches von HAUSDORFF sei ihm klar geworden, wie weit die Entwicklung in
Frankreich hinter der in Deutschland zuriickgeblieben war.?6® In einem Brief
vom 13. 6. 1996 an E. BRIESKORN schreibt LE DUNG TRANG:

Il me dit que le premier livre qu'il avait lu ainsi [gemeint ist das erste
Buch in deutscher Sprache, welches er mittels eines Worterbuchs las —
W. P\ était celui de Hausdorff, Mengenlehre, et que cela I’avait beaucoup
influencé.

Weiter heifit es in diesem Brief:

A vrai dire je pense aussi que, par 'intermédiaire de Chevalley, le
groupe Bourbaki a certainement été influencé par Hausdorff. De toute
fagon il est de notoriété publique que Bourbaki a été fondé par de jeunes
mathématiciens impressionnés par ’Ecole Allemande de Mathématiques
du début du siécle.

CHEVALLEY war zu Beginn der Arbeit Vorsitzender einer bibliographischen Un-
terkommission, welche fiir die erste Vollversammlung eine Liste wichtiger Lite-
ratur vorschlagen sollte. Fiir die Algebra nennt diese Liste VAN DER WAERDEN

266, FREUDENTHAL: Feliz Hausdorffs wissenschaftliche Bedeutung. Manuskript, Bl. 6. Ar-
chiv H. FREUDENTHAL, Inv.-Nr. 1504.

2673, dazu insbesondere den programmatischen Artikel L ’architecture de mathématique
([Bou 1948]).

268\Miindl. Mitteilung an E. BRIESKORN.



und HAUSDORFF.2%? HAUSDORFF erscheint hier unter Algebra, weil es die ur-
spriingliche Absicht war, die Mengenlehre als kurzes Praliminarium der Algebra,
abzuhandeln (Algebra hier schon als die moderne Algebra der NOETHER-Schule
verstanden). Gerade die Entwiirfe zur Mengenlehre fiir die erste Vollversamm-
lung im Juli 1935 zeigen, wie weit die BOURBAKI-Gruppe am Beginn ihrer Té-
tigkeit noch auf ganz klassischen Positionen stand und die Mengenlehre auf die
allereinfachsten Anfinge beschrinken wollte.?”® So sollten im wesentlichen nur
abzdhlbare Mengen behandelt werden; von transfiniten Zahlen und transfiniter
Induktion sollte iiberhaupt nicht die Rede sein. Zu einer Diskussion, ob man
transfinite Zahlen aufnehmen solle oder nicht, heifst es im intern zirkulierenden
Journal de Bourbaki, No. 3 (1936):

Une chose est a noter, qui semble bien décidée, on abandonne les
alephs et les ordinaux transfinis & leur triste sort; qu’ils dorment en paix
et que personne ne s’en serve jamais.?"!

Die vor allem auf unveroffentlichten Quellen beruhende Arbeit [Be 1989] von
LILIANE BEAULIEU zeigt eindrucksvoll, wie wenig die Mitglieder der Grup-
pe BOURBAKI am Beginn ihrer gemeinsamen Arbeit (1934/Anfang 35) davon
ahnten, welche fundamentale Rolle Mengenlehre, geordnete Strukturen, alge-
braische und topologische Strukturen spéter in ihrem Aufbau der Mathematik
spielen wiirden (und in Deutschland im Grunde schon spielten). Es ist auch be-
merkenswert, wie wenig sie am Anfang die Topologie beachteten, wobei sie in
der mengentheoretischen Topologie noch ganz auf dem veralteten Standpunkt
von CANTOR standen.

Im Laufe ihrer Arbeit, die durch zahlreiche, z. T. sehr kontroverse und hef-
tige Diskussionen und durch eine Fiille immer neuer Manuskriptentwiirfe ge-
kennzeichnet war, wird nach und nach die moderne Entwicklung (HAUSDORFF,
NOETHER, ARTIN, VAN DER WAERDEN, ALEXANDROFF/HOPF) vollstindig
aufgenommen und auf dieser Basis das eigene Konzept entwickelt, verbunden
mit bedeutenden eigenen Beitrdgen. Schon 1936 stellt man in Bezug auf die
Mengenlehre fest, daff sie nicht blof ein Einfiihrungskapitel in die Algebra,
sondern ,la base de toute théorie mathématique® ist.2’> Ab Mitte 1935, ins-
besondere nach der Moskauer Topologie-Konferenz, bildete die Topologie fiir
Jahre einen Schwerpunkt der Arbeit, und zwar zunéchst vor allem die allgemei-
ne Topologie. Eine besondere Rolle spielte hier das Werk von ALEXANDROFF
und HoPF. Wenn man beriicksichtigt, wie stark ALEXANDROFF und die Mos-
kauer Schule auf HAUSDORFF fufiten, so muf man, was die allgemeine Topologie
betrifft, einen bedeutenden indirekten Einfluf HAUSDORFFs auf die Arbeit von
BoOURBAKI konstatieren.

Das Ergebnis der jahrelangen Bemiihungen um die allgemeine Topologie war
schieflich die Topologie générale, die zwischen 1940 und 1948 in neun Kapi-

269[Be 1989], S. 219.
270[Be 1989], S. 235-247.
2717itiert nach [Be 1989], S. 325.

272 Transfinite Zahlen werden allerdings erst nach 1950 in die Biinde der Théorie des ensem-
bles aufgenommen.




teln erschien. Die bedeutendsten originellen Beitrige von Mathematikern der
BourBAKI-Gruppe zur Topologie aus diesen Jahren sind WEILs Theorie der
uniformen Rdume und CARTANs Theorie der Filter. Bedeutendes leisteten Mit-
glieder der Gruppe auch fiir die Verbindung von Funktionalanalysis und Topo-
logie (Topologie der schwachen Konvergenz, lokalkonvexe Raume).

3.4 Zur Aufnahme mengentheoretisch-topologischer Methoden in die Analysis
Situs und geometrische Topologie?”

Die auf CANTOR zuriickgehende mengentheoretisch ausgerichtete Topologie
und die von GAUSS, LISTING, RIEMANN und BETTI erdffnete Tradition der
Analysis Situs bildeten zu Beginn des 20. Jahrhunderts zwei Forschungstradi-
tionen mit wenig Beriihrungspunkten zueinander; sie traten nur langsam und
in mehreren Schiiben in engere Beziehung zueinander.2™* Es bedurfte daher
einer langen Entwicklung, bis die HAUSDORFFsche mengentheoretische Auf-
fassung der Topologie auch in das Studium der geometrischen Topologie der
Mannigfaltigkeiten und Zellenkomplexe aufgenommen und dort wirksam wur-
de. Hier kénnen und sollen nur einige Charakteristika dieser komplexen Ent-
wicklung aufgelistet werden; diese sind als vorldufig anzusehen, solange eine
tiefer erforschte Geschichte der Topologie im 20. Jahrhundert noch nicht ge-
schrieben ist.?”® Den Terminus “geometrische Topologie” verwenden wir hier in
seiner weiteren Bedeutung, fassen darunter also das gesamte Feld des Studiums
der Stetigkeits-, Differential- und/oder stiickweise stetigen (PL) Topologie von
Mannigfaltigkeiten und Zellenkomplexen.276

Grundsétzlich ist dabei im Auge zu behalten, daft der SCHOENFLIESsche An-
satz des Punktmengenstudiums der Analysis Situs des ausgehenden 19. und
beginnenden 20. Jahrhunderts ndher stand als die HAUSDORFFssche Theorie.
Die SCHOENFLIESschen Fragestellungen und Methoden gingen daher nicht in
der allgemeinen (mengentheoretischen) Theorie der topologischen Riume auf.
Ab Mitte des 20. Jahrhunderts lebte dieser Ansatz in den Arbeiten R. H. BINGs
iiberraschend wieder auf und spielte nicht zuletzt durch die (nach den Aspek-
ten stiickweise linear bzw.C?-topologisch) ausdifferenzierten Ergebnisse iiber
SCHOENFLIES-Sétze in hoheren Dimensionen in der Theorie der Mannigfal-

273Von E. BrieskorN und E. Scuorz. Wir danken M. Kreck fiir Diskussionen und Ver-
besserungsvorschlége.

274Dje hier gewihlte Verwendung der Bezeichungen (mengentheoretisch ausgerichtete) “To-
pologie” und “Analysis Situs” ist unsere Beschreibungssprache; sie soll nicht eine entsprechen-
de Unterscheidung in der Wortverwendung der Autoren des 19. oder frithen 20. Jahrhunderts
suggerieren. Ganz im Gegenteil verwendete ja LisTing den Terminus “Topologie” im geo-
metrischen Kontext, umgekehrt etwa A. HurwiTz die Bezeichnung “Analysis Situs” 1897 im
CanTtorschen. Vgl. dazu Hausporrrs Anmerkung zu seiner Ubertragung des Attributes
“topologisch” auf allgemeinere Riume anliflich der Einfiihrung seiner Axiome (Grundziige
p.213, Anm.1).

2751n einigen der Beitriige von [AuLo 1997, 1998, 2001] und [J 1999] werden wertvolle Bau-
steine dazu bereit gestellt. Zu der hier behandelten Fragestellung vgl. insbesondere [J 2001].

276 An Stelle der in der aktuellen mathematischen Literatur auch hiufig eingesetzten enge-
ren Verwendung des Terminus “geometrische Topologie” sprechen wir hier entsprechend von
(“reiner”) Stetigkeits- (bzw. C°-) Topologie der Mannigfaltigkeiten und Zellenkomplexe.



tigkeiten des letzten Drittels des Jahrhunderts eine wichtige Rolle. Weiter-
leben und Neuaufnahme des SCHOENFLIES-Ansatzes wurden dabei insbeson-
dere durch die Arbeiten R.L.MOOREs und seiner Schiiler vermittelt.2”” Ei-
ne besondere Rolle spielte dabei die von MOORE fiir die Dimension 2 be-
gonnene Theorie der Zerlegungsrdume, die von R. H. BING wesentlich weiter-
entwickelt wurde. Sie wurde von R.D.EDWARDs fortgefiihrt und bekam in
M. FREEDMANS Klassifikation der 4-dimensionalen topologischen Mannigfal-
tigkeiten eine wichtige Funktion.?”® Ferner gingen in diese Entwicklung die
wilden Einbettungen der 2-Sphiire S2 in die S® ein, die von J. W. ALEXANDER
und von E. ARTIN und R. Fox 1948 als Gegenbeispiele zu einer direkten Uber-
tragung des SCHOENFLIES-Satzes auf hohere Dimensionen konstruiert wurden,
wie auch gewisse “wilde” Einbettungen von Cantormengen und Kontinua wie
ANTOINEs necklace von 1920 und das Whitehead-Continuum von 1935.279

In den ersten zwei bis drei Jahrzehnten nach Erscheinen der HAUSDORFFschen
Grundziige wurde die Analysis Situs vom Ausbau der auf POINCARE zuriickge-
henden kombinatorisch-geometrischen Methoden und dem ab Mitte der 1920er
Jahre erfolgenden Ubergang zur algebraischen Topologie dominiert. HAUS-
DORFF selbst sah dieses Arbeitsgebiet bis in die Mitte der 1920er Jahre als
ihm aus verschiedenen Griinden fern liegend an. Er begann sich erst tiefer da-
mit zu beschiftigen, als die Algebraisierung der Methoden einsetzte.280 Allein
schon aus diesem Grund blieb es Mathematikern der nichsten Generation, mit
denen HAUSDORFF direkt (ALEXANDROFF) oder indirekt (polnische Schule,
Hopr) in Kontakt stand, vorbehalten, die mengentheoretische Topologie als
Sprache und Methode fiir eine begriffliche Fundierung der “Stetigkeitstopolo-
gie” auch in das Kerngebiet der zeitgenOssischen Analysis Situs einzufiihren.
So hielt etwa P. ALEXANDROFF wihrend seines Aufenthaltes in Princeton im
Winter 1930/31 eine Vorlesung iiber “Topology” zu einer Zeit, in der dort noch
das Paradigma und die Sprache der “Analysis Situs” vorherrschten, und trug
damit zur Aufnahme der neueren Auffassungen der Topologie in Princeton bei.
Der Ubergang erfolgte im folgenden Jahrzehnt, gestiitzt von weiteren Gast-
vorlesungen, wie der von E. CEcH im Winter 1935/36 und von Vertretern der
polnischen Schule (etwa KURATOWSKI im Frithjahr 1936). Sie driickt sich in ei-
nem tiefgreifenden Wandel in Stil und Inhalt der beiden Lehrbiicher [Le 1930]
und [Le 1942] aus.?8!

In ausdriicklicher Gegnerschaft zur Fundierung der Topologie durch mengen-
theoretische Methoden standen die Programmatiken fiir eine strikt konstrukti-
ve oder eine intuitionistisch ausgerichtete Fundierung des “Kontinuumsbegriffs”

277Siehe [Wi 1949], 13, Anm. 11, [Wi 1982]. Weitere Informationen zur Moore-Schule und
zu BING in den Beitrigen von F1zPATRICK, JONEs und STARBID in [AuLo 1997, 1998].
278[Ed 1978], [Free 1982].

279[An 1920], [Al 1924], [Whi 1935], [ArFo 1948].

280Giehe dazu Band TIT dieser Edition.

281Gjehe [En 1998] und N.STEENRODS Briefe an WILDER aus den Jahren 1934 bis 1937,
dokumentiert in [J 2001], 822-828 und das Interview mit RoBERT WALKER vom 12. Juli
1984 ([TuAs 1984], Transcript 42). STEENROD organisierte weiter in den Jahren 1936/37 in
Princeton ein Topologie-Seminar im Stile MoorEs und WILDERs.



und der Topologie, wie sie von H. WEYL und dem spéteren L. E. J. BROUWER
sowie — auf etwas anderem philosophischen Hintergrund und in etwas ande-
rer Ausrichtung — von K.REIDEMEISTER vertreten wurde. Insbesondere im
deutschsprachigen Raum wurde die “Stetigkeitstopologie” auch in der breiteren
mathematischen Diskussion wéhrend der 1920er Jahre als Gegensatz zu “rein”
kombinatorischen oder “gemischten” Methoden angesehen. Dies wirkte einer
raschen Ubernahme der mengentheoretischen Topologie als breit akzeptierter
begrifflicher Fundierung der Analysis Situs entgegen.23? Die Monographien von
ALEXANDROFF/HOPF (1935) und im englischsprachigen Raum die von LEF-
SCHETZ (1930, 1942) brachten die Hinwendung zu eben dieser Fundierung am
stirksten zum Ausdruck und verliehen ihr bleibende Wirkung. Hinzu trat die
Bearbeitung von Forschungsthemen, in denen die alte Trennung zwischen der
Analysis Situs von Mannigfaltigkeiten sowie Zellenkomplexen einerseits und
dem Studium der Topologie allgemeinerer Rdume andererseits zumindest ex-
emplarisch aufgehoben wurde. Bei LEFSCHETZ war ein Schliisselthema fiir die
Herstellung einer solchen Verbindung nach Einschitzung N. STEENRODs die
schrittweise Verallgemeinerung seines Fixpunktsatzes,?®® bei ALEXANDROFF
sein Studium der “Spektren”.

In der Dekade zwischen Mitte der 1930er und der 1940er Jahre setzte sich
auch in den topologischen Arbeitsfeldern strukturelles Denken international
durch und verschaffte damit der allgemeinen Topologie mit ihren mengen-
theoretischen Begriffsbildungen iiber einzelne Personen oder Forschergruppen
(“Schulen”) hinausgehende, breitere Akzeptanz und Verwendung. Wéhrend in
den spiteren 1930er Jahren fiir ALEXANDROFF und ab 1939 auch fiir KURA-
TOWSKI Reisen nach Westeuropa oder in die USA unmoglich wurden, fiihrte die
Emigration junger polnischer Mathematiker, insbesondere von W. HUREWICZ
(zunéchst iber Wien nach Amsterdam, ab 1936 in den USA) und des BORSUK-
Schiilers S. EILENBERG in die USA (1939 zunéchst Princeton, dann Ann Arbor
im Umfeld R. WILDERS) zu einer Vertiefung des Einflusses der mengentheo-
retisch ausgerichteten modernen Mathematik, wie sie in den 1920er Jahren in
Polen und Moskau aufgebliiht war. Dort “im Osten” war ja auch HAUSDORFFs
Stern zuerst aufgegangenen, wie er in seinem Brief an ALEXANDROFF vom
4.1.1929 formuliert hatte (siehe S.58). W.HUREWICZ hatte kurz vor seiner
Emigration in die USA in einem Vortrag auf der internationalen Topologie-
Konferenz in Moskau 1935 und damit verbundenen Publikationen der Jahre
1935 und 1936 die Topologie auf Abbildungsrdumen von Mannigfaltigkeiten
(speziell von Sphiren in Mannigfaltigkeiten) mengentheoretisch definiert und
damit ein Thema angerissen, durch das eine weitere Verbindung zwischen allge-
meiner Topologie und Analysis Situs hergestellt wurde.?®* Dies fiihrte zu neuen
Aspekten in der Formulierung und der Beweismethode fiir die Einbettungsséitze

282F{ir ein zeitgendssisches, nur schwach Partei beziehendes Resiime der genannten Diskus-
sion siehe [W 1929]. Zu REIDEMEISTER siehe [Ep 1999], [Ep 1994], zu WEYL [Scho 1999],
48-55.

283giehe [St 1957], 24f.

2847y HureEwicz siehe [McC 2000], S. 9.



von WHITNEY, die dieser zunichst noch analytisch durch Approximation und
Normabschétzungen formuliert hatte.

In dieser Weise konnen wir von einem zweiten “Aufgehen” des HAUSDORFF-
schen Sterns sprechen, nun allerdings auch in dem weiteren Wortsinne einer
Auflésung in einem groferen Zusammenhang. Der von HAUSDORFF in den
Grundziigen vertretene und begonnene begrifflich-strukturelle Aufbau mathe-
matischer Theorien auf einheitlicher mengentheoretischer Grundlage kam nun
“weltweit” zur Geltung. Sein Buch und seine Arbeiten spielten fiir die Genera-
tion der daran beteiligten Mathematiker freilich nur noch eine indirekte Rolle,
vermittelt {iber die Arbeiten der polnischen Schule der Topologie und die Mono-
graphie von ALEXANDROFF/HOPF. HAUSDORFFs Zugang zur Mathematik im
Allgemeinen und zur Topologie im Besonderen wurde jedoch auch weiterhin,
etwa durch die BOURBAKI-Gruppe und in derem Umfeld, als paradigmatisch
fiir die eigenen Bestrebungen angesehen.?®® Jedoch konnte HAUSDORFF an die-
ser Phase der Vertiefung und Verbreitung der “modernen” strukturellen Auf-
fassung der Mathematik aufgrund des Ausreiseverbots aus Nazi-Deutschland
nicht mehr aktiv teilnehmen.286

Der konsequente Ausbau des strukturellen Gesichtspunktes fiihrte dazu, daf
Strukturen, die in der #lteren Analysis Situs als miteinander verbunden ange-
sehen wurden, nun begrifflich und methodisch voneinander getrennt wurden.
Dieser Prozefs begann zunéchst mit einer klaren begrifflichen Unterscheidung
der verschiedenen Strukuren, etwa der topologischen und der algebraischen bei
kontinuierlichen Gruppen,?8” oder der kombinatorischen, stetigen, stiickweise
linearen oder differenzierbaren bei Mannigfaltigkeiten.2®® In der zweiten Hélfte
des 20. Jahrhunderts wurde Schritt fiir Schritt deutlich, daf mit diesen Unter-
scheidungen in den Dimensionen n > 3 auch Unterschiede in den studierten
Objekten verbunden sind.

Den ersten Schritt dieser Art machte J. MILNOR im Jahre 1956 durch den
Nachweis, daf auf der 7-Sphére unterschiedliche differenzierbare Strukturen
eingefiihrt werden konnen. Fiinf Jahre spéter konstruierte er fiir alle Dimen-
sionen grofser als 5 Beispiele von zueinander homdomorphen, aber nicht kom-
binatorisch dquivalenten simplizialen Komplexen.?®® Damit war gezeigt, daf
die Hauptvermutung nicht fiir die ganze Kategorie der simplizialen Komple-
xe gilt. Noch wurde allerdings fiir wahrscheinlich gehalten, dafs die Hauptver-
mutung fiir PL-Mannigfaltigkeiten richtig ist. Ende der 1960er Jahre stellten

285Das kommt in der weiter oben zitierten (aus historischer Sicht etwas iiberzogen) her-
vorgehobenen Stellung HauspoRrFFs in den Notices historigues BOuRBAKIS zum Ausdruck.
Siehe auch die Beobachtungen von L. BEAULIEU und die Bemerkungen in dem Brief von L&
DonG TrANG an E. BRIESKORN (S. 68).

286Gjehe die Ausfiihrungen zur Biographie in Band I dieser Edition.

287Einfiihrung der topologischen Struktur von Gruppen bei [Schr 1926, 1927], [Lej 1927].
288Fine deutliche Unterscheidung von stetiger und kombinatorischer Struktur findet sich
bei Kneser ([Kn 1926]); bei ALexanper ([Al 1930]) findet sich die aus BRouwERs An-
satz der simplizialen Approximation hervorgehende stiickweise lineare (PL-) Struktur und
bei VEBLEN/WHITEHEAD ([VWhi 1931, 1932]) die Unterscheidung von stetiger (C°) und
differenzierbaren (C*,k > 1) Strukturen.

289[Mi 1956, 1961].



dann jedoch R. C. KirBY und L. C. SIEBENMANN die Kohomologiehindernisse
zur Charakterisierung der PL-Struktur auf, durch die wenig spéter das grund-
sdtzliche Auseinandertreten der stetigen und der PL-Struktur bei geeignet ge-
wahlten Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension n > 5 nachgewiesen werden
konnte.2%0

Aus M1LNORs Ergebnissen von 1956 folgte auch schon, daff PL- und dif-
ferenzierbare Struktur von Mannigfaltigkeiten fiir n > 4 auseinandertreten
kénnen.??! Wie weit diese Liicke der Strukturen klafft, wurde durch die Ar-
beiten von R. C. KIRBY und L. STEBENMANN schérfer herausgearbeitet, indem
sie neue, komplizierte kohomologietheoretische Hindernisse fiir die Glattbar-
keit von PL-Mannigfaltigkeiten aufstellten ([KiSi 1977]). Dies lieferte weitere
kompakte Mannigfaltigkeiten der Dimension n > 4, die mehrere differenzier-
bare Strukturen tragen. Dagegen folgt fiir den R™, der kohomologietheoretisch
trivial ist, daf es im Fall n > 4 nur eine differenzierbare Struktur gibt.

Seit den frithen 1980er Jahren wurde dann schlieflich durch die Arbeiten von
M. FREEDMAN und S. DONALDSON klar, daft bemerkenswerterweise gerade in
der Dimension 4 differenzierbare und stetige Struktur von Mannigfaltigkeiten
drastisch auseinanderfallen kénnen.??? Zum einen konstruierte FREEDMAN un-
endlich viele 4-Mannigfaltigkeiten, auf denen nach einem von DONALDSON etwa
zeitgleich bewiesenen Satz keine differenzierbare Strukturen existieren konnen.
Zum anderen konnte FREEDMAN mit DONALDSONs Ergebnis schliefsen, daft auf
dem R* verschiedene — sogar iiberabzihlbar viele — differenzierbare Strukturen
existieren.??? Dieses Ergebnis war umso bemerkenswerter, als nach Siitzen von
MoI1stE und den zuletzt genannten Resultaten von KIRBY und SIEBENMANN
auf R” fiir alle n # 4 nur die differenzierbare Standardstruktur existiert. Me-
thodisch und inhaltlich kamen die jeweils fiir sich {iberraschenden Beitrége von
DoNALDSON und FREEDMAN aus ganz verschiedenen Forschungsrichtungen.
DONALDSON fiihrte ein neues analytisches Werkzeug in die Differentialtopologie
von 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ein, indem er zur Entdeckung subtiler
differentialtopologischer Eigenschaften den Modulraum von Losungen gewis-
ser aus der Differentialgeometrie der Mannigfaltigkeiten, beziehungsweise aus
der theoretischen Physik stammender partieller Differentialgleichungen (Yang-

290Es konnten nun Mannigfaltigkeiten in jeder Dimension > 5 mit unterschiedlichen PL-
Strukturen gebildet werden und Mannigfaltigkeiten, die nicht PL-triangulierbar sind ([KiSi
1969]).

291Dije von MILNORS “exotischen” differenzierbaren Strukturen der S7 induzierten PL-
Strukturen sind alle PL-homdomorph zur Standard-7-Sphére.

292[Free 1982], [Do 1983]. Dagegen stehen nach einem Ergebnis von J. CERF aus den spi-
ten 1960er Jahren in dieser Dimension PL- und differenzierbare Struktur in 1:1-Beziehung
zueinander ([Cer 1968]). Fiir einen zeithistorischen Uberblick siehe [Kre 1994].

293 FREEDMAN zeigte, daR z. B. die Kummerfliche eine zu R* homéomorphe offene Teilmenge
besitzt, die jedoch nicht diffeormorph zu R* sein kann, weil sonst die Kummerfliiche in einer
Weise differenzierbar zerlegbar wére, die nach DonaLpson unmdglich ist (publiziert durch
GowmPF, [Go 1983]). Er bot sogar eine ganze durch R parametrisierte Schar solcher zu R*
homoomorpher differenzierbarer Mannigfaltigkeiten an, von denen TauBes nach einer Ver-
feinerung der DonaLDsoNschen Methoden zeigen konnte, daf sie paarweise unterschiedliche
differenzierbare Strukturen besitzen ([Ta 1987]).



Mills Gleichungen) betrachtete. Man konnte diese Modulrdume mit einem Mi-
kroskop vergleichen, weil sie in Kombination mit algebraisch-topologischen und
algebraisch-geometrischen Methoden bei der Untersuchung ihrer Topologie Un-
terschiede sichtbar machen, die mit vorher bekannten Methoden nicht erkenn-
bar waren. FREEDMAN arbeitete dagegen mit einer hochst komplexen Fort-
fiihrung und Weiterentwicklung von geometrisch-konstruktiven und unendlich
iterierten Methoden der geometrischen Topologie von C°-Mannigfaltigkeiten,
wie sie besonders von BING und seinen Schiilern entwickelt worden waren und
bei den Beweisen von hoéherdimensionalen SCHOENFLIES-Sitzen zum Tragen
kommen.

Bei einem Riickblick auf das soeben vergangene Jahrhundert ist damit festzu-
stellen, daf die “rein” topologische Theorie der Mannigfaltigkeiten erst langsam
und spat, im Zeitraum zwischen Mitte der 1950er bis Anfang der 1980er Jah-
re, eine Eigenstindigkeit des Objektbereiches gegeniiber der Differential- und
der PL-Topologie bekommen hat, die vor der Jahrhundertmitte nicht zu er-
warten war und einigen Erwartungen der alten Analysis Situs, wie etwa der
“Hauptvermutung”, sogar zuwider lief. Erst in der strukturell ausdifferenzier-
ten geometrischen Topologie der Mannigfaltigkeiten, die in der zweiten Hélfte
des vergangenen Jahrhunderts gewissermafsen die spidtmoderne Nachfolge der
dlteren Analysis Situs angetreten hat, wurde der von HAUSDORFF eingenom-
mene Standpunkt reiner Stetigkeitstopologie schliefslich auch in diesem Gebiet
methodisch und extensional, d. h. beziiglich des betrachteten Objektfeldes, “re-
al”. Sein Zugang zur Topologie war nun, fast ein halbes Jahrhundert nach der
ersten Aufnahme der Begrifflichkeit der allgemeinen (mengentheoretischen) To-
pologie in der Theorie der Mannigfaltigkeiten und Komplexe, in die Denkweise
der geometrischen Topologie so wirksam eingegangen und so allgegenwértig wie
die “Luft, die wir atmen und auf der die Végel fliegen”.?** Diese Realisierung
einer “rein topologischen” Theorie der Mannigfaltigkeiten war aber erst mog-
lich, nachdem zuvor die algebraische Topologie hoch entwickelt worden war
und als Vorbilder die geometrische Topologie der differenzierbaren und der PL-
Mannigfaltigkeiten entstanden waren.

3.5 Schlufsbhemerkungen

Es gibt bis heute keine Werkbiographie HAUSDORFFs. In den wenigen vor-
handenen biographischen Skizzen werden stets auch die Grundziige gewiirdigt.
So schreibt M. KATETOV im Dictionary of Scientific Biography:

The interrelations of these different approaches [gemeint sind die Vor-
arbeiten von FRECHET und anderen — W. P.] had not been completely
recognized; and no clear way had been known to effect a gradual transi-
tion from very general spaces to those similar to spaces actually occuring
in analysis and geometry.

294Djese Metapher verdanken wir F. QUINN, einem der herausragenden Vertreter dieses

Arbeitsgebietes (hier sinngemif und in deutscher Ubersetzung zitiert aus einem Gesprich
von F. QuiNN mit M. KrEck iiber die Bedeutung der HausporFFschen Grundzige fiir die
heutige geometrische Topologie).



In the Grundziige, Hausdorff took a decisive step in this direction. His
broad approach, his aesthetic feeling, and his sense of balance may have
played a substantial part. He succeeded in creating a theory of topological
and metric spaces into which the previous results fitted well, and he
enriched it with many new notions and theorems. From the modern point
of view, the Grundziige contained, in addition to other special topics, the
beginnings of the theories of topological and metric spaces, which are now
included in all textbooks on the subject. In the Grundziige, these theories
were laid down in such a way that a strong impetus was provided for
their futher development. Thus, Hausdorff can rightly be considered the
founder of general topology and of the general theory of metric spaces.?®

Im Jahre 1972 waren 60 Jahre vergangen, seit HAUSDORFF seine Arbeit an
den Grundziigen der Mengenlehre begonnen hatte. In das gleiche Jahr fiel der
30. Jahrestag seines tragischen Todes. Beide Ereignisse waren der Anlafs fiir
die Edition eines Sammelbandes Theory of Sets and Topology. In Honour of
Feliz Hausdorff (1868-1942), zu dessen Autoren neben jungen Forschern auch
eine Reihe prominenter Mathematiker aus verschiedenen Landern zdhlten. Im
Vorwort zitieren die Herausgeber eine langere Passage aus HAUSDORFFs Grund-
ziigen, um dann festzustellen:

Ganze Generationen junger Mathematiker haben aus diesem Buch
wesentliche Kenntnisse und Anregungen erhalten, und es ist zu wiinschen,
dafs auch heute noch viele Lernende zu diesem Werk greifen mogen, das
von einer zeitlosen Modernitéit ist. Man kann wohl mit Recht behaupten,
daf die ,,Grundziige der Mengenlehre* und die Einzelarbeiten Hausdorffs
einen entscheidenden Einfluf auf die Entwicklung der Mengenlehre, der
allgemeinen Topologie, der Mafitheorie und damit der gesamten Mathe-
matik ausiibten.?®

Zur Rezeption der Grundziige sei schlieflich noch bemerkt, daff auch ein
bekannter Schriftsteller, fiir dessen Schaffen seine mathematischen Kenntnisse
nicht ohne Bedeutung waren, die Grundziige eingehend studiert hat, HERMANN
Brocu.?7
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