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EinleitungIt would be di�ult to name a volume in any �eld of mathematis, evenin the unlouded domain of number theory, that surpasses the Grundzügein learness and preision.2Im Frühjahr 1914 ershien bei Veit & Co. in Leipzig ein Buh, welhes unbestrit-ten zu den Klassikern der mathematishen Literatur zählt, Felix HausdorffsGrundzüge der Mengenlehre3. Dieses Werk hat zahlreihe Mathematiker in dieMengenlehre und insbesondere in Cantors Theorie der trans�niten Zahleneingeführt, welhe David Hilbert (1862�1943) �als die bewundernswertesteBlüte mathematishen Geistes und überhaupt eine der höhsten Leistungenrein verstandesmäÿiger menshliher Tätigkeit�4 bezeihnet hat. Es enthieltauh eine Zusammenfassung von Hausdorffs grundlegenden Beiträgen zurTheorie geordneter Mengen und seine wohl ein�uÿreihste Shöpfung, die Theo-rie der topologishen Räume, mit der eine neue mathematishe Disziplin, dieallgemeine Topologie5, begründet wurde.In der folgenden Einführung zum Text der Grundzüge wird zunähst aufHausdorffs Hinwendung zur Mengenlehre, seine Bekanntshaft mit GeorgCantor (1845�1918) und seinen Weg bis zur Niedershrift des Buhes einge-gangen. Dazu ist die Quellenlage leider nur sporadish und man ist oft aufIndizien angewiesen. Es wird dann versuht, die Grundzüge in den histori-shen Kontext der Entwiklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen ein-zuordnen und einen Vergleih mit zeitgenössishen Lehrbühern und Monogra-phien anzustellen. Die Einführung shlieÿt mit Bemerkungen zur Rezeption derGrundzüge und zu ihrer Bedeutung für die moderne Mathematik.1. Hausdor�s Weg zu seinem Hauptwerk1.1 Hausdor�s Hinwendung zur MengenlehreÜber Hausdorffs Studien (SS 1887�WS 1887/88: Leipzig; SS 1888: Freiburgi. Br.; WS 1888/89: Berlin; SS 1889�SS 1891: Leipzig) sind wir durh Studi-enzeugnisse (auÿer für das Freiburger Semester) sowie durh die im Nahlaÿziemlih vollständig vorhandenen Vorlesungsmitshriften reht gut orientiert.Danah ist es kaum anzunehmen, daÿ Hausdorff während des Studiums mitIdeen der Mengenlehre bekannt gemaht worden ist; insbesondere hat er Vorle-sungen über Funktionentheorie oder Fourierreihen, in denen dies damals hätte2[Bl 1920℄, S. 116. S. diesen Band, S. 844�8533[H 1914a℄.4[Hi 1925℄, S. 1675Die allgemeine Theorie der topologishen Räume und stetigen Abbildungen wurde oft alsmengentheoretishe Topologie bezeihnet. In neuerer Zeit hat sih eine Begri�svershiebungangebahnt: �set theoreti topology� bezeihnet das weite Feld der Verbindungen von Topologieund metamathematishen Methoden (einen guten Einblik gibt die Monographie [Ru 1975℄;s. auh [Dow 1992℄), während die alte mengentheoretishe Topologie früher gelegentlih undheute durhweg als �general topology� bezeihnet wird.



am ehesten geshehen können, nie gehört. Während seiner letzten Semester inLeipzig shloÿ er sih eng an den angewandten Mathematiker und AstronomenHeinrih Bruns (1848�1919) an, bei dem er 1891 mit einer Arbeit über dieRefraktion des Lihtes in der Atmosphäre6 promovierte. Es folgten zwei wei-tere Arbeiten zu diesem Thema7 und 1895 die Habilitation mit einer Shriftüber die atmosphärishe Extinktion8. Vor seiner Habilitation hatteHausdorffvon Februar 1893 bis Februar 1895 als Rehner auf der Leipziger Sternwartegearbeitet. Auh die bis 1897 noh publizierten Arbeiten, eine Arbeit zur Op-tik9 und eine zur Wahrsheinlihkeitsrehnung10, lagen von der Thematik hernoh ganz in der Interessensphäre von Bruns. Hausdorff hatte zwar in ei-nem Brief an Sophus Lie (1842�1899)11 shon im März 1894 angedeutet, daÿer sih mehr zur reinen Mathematik hingezogen fühle als zur Astronomie, inder wissenshaftlihen Ö�entlihkeit galt er aber 1897 noh als angewandterMathematiker und Astronom, denn als im November 1897 in Göttingen einExtraordinariat für theoretishe Astronomie und Geodäsie zu besetzen war,wurde er in einem Brief der Fakultät vom 25.11.1897 an das Preussishe Kul-tusministerium seundo loo genannt12.Daÿ sih ein Gelehrter mit diesem Hintergrund der Mengenlehre zuwendet,ersheint zunähst überrashend, zumal sih vor 1900 nur wenige Mathematikermit diesem Gebiet beshäftigten. Man kann mit einiger Siherheit vermuten,daÿ es vor allem philosophishe Fragestellungen waren, die Hausdorffs In-teresse an der Mengenlehre wekten. In seinem 1897 unter dem PseudonymPaul Mongré ershienenen Aphorismenband Sant' Ilario. Gedanken aus derLandshaft Zarathustras13 gibt es ein Kapitel �Zur Kritik des Erkennens�. Dortsetzt sih Hausdorff im Aphorismus Nr. 406 (S. 349 �.) mit einem problema-tishen Argument Nietzshes für die ewige Wiederkunft des Gleihen ausein-ander. Nietzshe hatte in Aufzeihnungen, die man in seinem Nahlaÿ fand,argumentiert, daÿ die Zeit unendlih sei, der Zeitinhalt jedoh aus ungeheuervielen, aber eben nur endlih vielen vershiedenen Atomkombinationen beste-he, woraus die ewige Wiederholung von Zeitstreken mit gleihem Inhalt folge.Den Shubfahshluÿ Nietzshes erkennt Hausdorff in seinem Aphorismusals rihtig an, die Voraussetzung endlihen Zeitinhalts jedoh sei falsh, viel-mehr sei der Zeitinhalt ebenfalls eine unendlihe Gröÿe, �und zwar eine vielumfassendere, umfänglihere, eine Unendlihkeit höherer Dimension.�14 Dannheiÿt es weiter:Ohne diese der Mathematik entlehnte Untersheidung der Mannig-6[H 1891℄.7[H 1893℄ (in zwei Teilen).8[H 1895℄.9[H 1896℄.10[H 1897a℄.11Nahlass Lie. Universitätsbibliothek Oslo, Håndskriptsamlingen. In: [ETh 1994℄, S. 64�65.12Geheimes Staatsarhiv Preussisher Kulturbesitz. Rep. 76 Va, Sekt. 6, Tit. IV. Die An-stellung und Besoldung der Professoren der philosophishen Fakultät der Universität zu Göt-tingen, Vol. XVI 1895�1897, Bl. 6v. Zitiert nah [I 1985℄.13[H 1897b℄, abgedrukt im Bd.VII dieser Edition.14[H 1897b℄, S. 350.



faltigkeiten vershiedener Dimension, der Unendlihkeiten vershiedenenRangs und Umfangs sollte sih Niemand an erkenntnistheoretishe Dingeheranwagen; wie will man mit der Unendlihkeit umgehen, wenn man inihr bloss summarish den Gegensatz des Endlihen, niht auh innerhalbihrer die Stufen und Grade des Unendlihen untersheiden kann.15Hausdorff selbst beshäftigte sih intensiv mit erkenntnistheoretishen Fra-gen � 1898 ershien sein erkenntniskritisher Versuh Das Chaos in kosmisherAuslese16. Folgte Hausdorff seiner oben zitierten Maxime, so muÿte ihn dieMengenlehre Cantors, welhe die vershiedenen Grade des Unendlihen durhtrans�nite Zahlen zu quanti�zieren vermohte, brennend interessieren. Der zi-tierte Aphorismus läÿt jedoh erkennen, daÿ Hausdorff zum Zeitpunkt derNiedershrift Cantors Theorie noh niht kannte, denn er sieht darin die ver-shiedenen Stufen und Grade des Unendlihen noh in der vershiedenen Di-mension von Punktmengen: So seien in einer Linie 1, in einer Flähe 12, ineinem Körper13 Punkte enthalten. Das zunähst paradox ersheinende Resul-tat, daÿ Rn und Rm für n 6= m gleihmähtig sind, hatte Cantor shon 1878bewiesen17. Der Sant' Ilario wurde im Wintersemester 1896/97 an der liguri-shen Küste vollendet, als Hausdorff die Folgen einer Krankheit auskurierte.Dies führt uns zu der These, daÿ Hausdorff Anfang 1897 die Mengenlehrenoh niht kannte. Unsere These wird durh ein undatiertes Fragment gestützt,welhes nah Insatzgabe des Sant' Ilario geshrieben worden sein muÿ. Dortheiÿt es: [. . . ℄ die Beispiele von G.Cantor und G. Peano zeigen aber, dass wennman auf eineindeutige stetige Zuordnung verzihtet, die Punkte einer Flä-he, eines Würfels, einer begrenzten Mannigfaltigkeit von n Dimensionenden Punkten einer Streke zugeordnet werden können. Cantors Grundla-gen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Hiernah meine Bemerkun-gen über Nietzshes ewige Wiederkunft zu revidiren. [NL Hausdorff:Kapsel 49: Fasz. 1076, Bl. 52℄1898, im Chaos in kosmisher Auslese, zeigt sih Hausdorff bei der glei-hen Problematik über die mengentheoretishen Zusammenhänge vollkommenorientiert. Es heiÿt dort:Jedenfalls werden alle Versuhe, auf rein speulativem Wege für odergegen die ewige Wiederkehr zu entsheiden, an der Klippe sheitern,die den Dedutionen a priori gefährlih zu werden p�egt. Hierzu reh-ne ih auh Nietzshes eigenen, im Nahlass verö�entlihten Versuh, dieNothwendigkeit der Wiederkunft auf die ganz unhaltbare Behauptung zustützen, dass die Menge der Weltzustände endlih, die der Zeitpunkte un-endlih sei und dass also der endlihe Weltinhalt in der unendlihen Zeitunendlih oft wiederholt werden müsse, um sie vollständig auszufüllen.Die Zeit ist linear, der Inbegri� aller Weltzustände aber liesse sih bereits15Ebd.16[H 1898a℄.17[Ca 1878℄. Die Au�assung, Punktmengen vershiedener Dimension im Hinblik auf dieGesamtheit ihrer Punkte Unendlihkeiten vershiedenen Grades zuzuweisen, war unter Ma-thematikern weit verbreitet, solange sie Cantors Resultat noh niht kannten. Siehe dazu[Jo 1979℄, S. 133.



bei der einfahsten, rein materialistishen Au�assung als Punktontinu-um von unendlih vielen Dimensionen darstellen � kann also niht instetiger Weise innerhalb der Zeit untergebraht werden. Verzihtet manauf die Stetigkeit der Zuordnung, so muss man freilih einen Shritt wei-tergehen und im Sinne der Cantor'shen Mannigfaltigkeitslehre zeigen,dass die Menge aller Weltzustände von höherer Mähtigkeit ist als dasLinearontinuum; es genügt hierzu, beiläu�g gesagt, als Theil des Weltin-halts einen �üssigen Körper zu denken, der bei beliebiger Bewegung seinerTheile auh in beliebiger Weise zerfallen und zerreissen kann.18Im Chaos in kosmisher Auslese wird an einer Reihe weiterer Stellen eine Ver-bindung von philosophisher Argumentation mit mengentheoretishen Begrif-fen und Sätzen hergestellt (z.B. S. 81�82, S. 122, S. 145�146, S. 157�158);Hausdorff zeigt sih hier überall mit Cantors Theorie wohlvertraut.Es ist niht bekannt, wann Hausdorff das �Chaos� geshrieben hat � dieGrundidee geht vermutlih shon auf seine Studentenzeit zurük.19 Aber auhhier ist vor der Druklegung eine sorgfältige Endredaktion erfolgt, wie aus einemBrief an Heinrih Köselitz (Peter Gast) vom 12.10.1898 hervorgeht. Dortheiÿt es im Hinblik auf Das Chaos in kosmisher Auslese:Mein neues Buh, das Sie dieser Tage empfangen, möge mih bei Ih-nen noh niht um den Ruf eines Oligographen bringen; seine eigentliheEntstehung liegt, wie die des S. Ilario, um Jahre zurük. Die diesmalige,gedrukte Niedershrift ist, shleht gerehnet, die dritte, und wenn ihmir niht endlih Zwang angethan und das Manusript abgestossen hätte,wäre es vielleiht einer nohmaligen Umarbeitung anheimgefallen.20Die letzte Redaktion des Chaos dürfte also mit Siherheit in das Jahr 1898gefallen sein.All dies maht es wahrsheinlih, daÿ sih Hausdorff etwa 1897/98 einge-hend mit der Mengenlehre vertraut gemaht hat. Zunähst mag das philoso-phishe, insbesondere erkenntnistheoretishe Interesse daran überwogen haben,aber spätestens 1901 wandte sih Hausdorff der Mengenlehre auh forshendund lehrend zu, nahdem er vorher noh über nihteuklidishe Geometrie, hy-perkomplexe Zahlsysteme und Wahrsheinlihkeitstheorie publiziert hatte.21Die Grundzüge der Mengenlehre sind �dem Shöpfer der Mengenlehre HerrnGeorg Cantor in dankbarer Verehrung gewidmet.�22 Wir wissen niht, wannsih Cantor und Hausdorff erstmals persönlih begegnet sind. Die ersteQuelle, die eine Unterredung dokumentiert, stammt aus dem Jahr 1901 (s.u.).Vieles spriht aber für eine frühere persönlihe Bekanntshaft. So nahmen Can-tor und Hausdorff im August 1897 am ersten internationalen Mathemati-kerkongreÿ in Zürih teil.23 Dieser Kongreÿ brahte durh den Hauptvortrag18[H 1898a℄, S. 193�194.19E. Brieskorn fand entsprehende Hinweise in NL Hausdorff, Kapsel 54, Fasz. 1153.20Quelle: Nietzshe-Arhiv Weimar.21[H 1899a℄, [H 1900b℄, [H 1901a℄.22[H 1914a℄, S. III.23[Rud 1898℄, S. 67, S. 69.



von Adolf Hurwitz24 (1859�1919) der Mengenlehre und Cantor persön-lih internationale Anerkennung. Hurwitz konnte aber o�enbar noh nihtdavon ausgehen, daÿ den Teilnehmern Cantors Ideen geläu�g waren, denner erläuterte reht ausführlih die benötigten Grundlagen aus der Theorie dertrans�niten Zahlen und deren Anwendung auf Punktmengen (CantorshesHaupttheorem, Satz von Cantor-Bendixson). Auh der kurze Vortrag vonJaques Hadamard25 (1865�1963), in dem dieser die Notwendigkeit betonte,mengentheoretishe Betrahtungen niht nur auf Punktmengen, sondern auhauf Funktionenmengen anzuwenden, deutete auf die Wihtigkeit der Mengen-lehre hin.Zu regelmäÿigen persönlihen Begegnungen zwishen Cantor und Haus-dorff ist es vermutlih im sogenannten mathematishen Kränzhen gekom-men, zu dem sih Mathematiker der Universitäten Leipzig und Halle von Zeitzu Zeit trafen. Über die Existenz dieses Kränzhens sind wir durh ein Beförde-rungsgesuh des Hallenser ShuldirektorsHeinrih Shotten vom 3. Februar1904 informiert; es heiÿt dort:Seit Herbst 1896 bin ih Direktor der städtishen Oberrealshule zuHalle a.S. und bin gleih anfangs auh in Beziehung zu den hiesigen Fah-professoren getreten, wurde auh Mitglied des sogenannten mathemati-shen Kränzhens, einer Vereinigung Hallenser und Leipziger Professoren,die abwehselnd in Halle und Leipzig wissenshaftlihe Sitzungen � etwazwei im Semester � abhält.26Auh in der Autobiographie Bestand und Wandel vonGerhard Kowalewski(1876�1950) �nden sih Bemerkungen zum mathematishen Kränzhen:Zwishen Halle und Leipzig gab es eine sehr shöne Vereinbarung.Die Mathematiker beider Universitäten hatten ein gemeinsames mathe-matishes Kränzhen, das alle 14 Tage abwehselnd in Leipzig und Hallestattfand. Die älteren Leipziger Herren nahmen niht daran teil. Dage-gen ershienen Otto Hölder, der Nahfolger Lies, und Engel sowie diedrei Privatdozenten ganz regelmäÿig. Von den Hallensern wirkten mitGeorg Cantor, [. . . ℄, Hermann Graÿmann der Jüngere, [. . . ℄, sowie einigeGymnasialprofessoren.27Über Cantor heiÿt es weiter: �Oft lud er das ganze Kränzhen in sein Hausein.�28 Daÿ Cantor niht nur in Halle am Kränzhen teilnahm, sondern auhzu Sitzungen nah Leipzig fuhr, ersieht man z. B. aus einer Postkarte an F. En-gel vom 29.11.1901. Dort heiÿt es:Lieber College. Der 14te Dez. als Kränzhentag für Leipzig würde mirdurhaus passen und freue ih mih auf die Aussiht, wieder einmal mit24Hurwitz, A. Über die Entwiklung der allgemeinen Theorie der analytishen Funktio-nen in neuerer Zeit. In: [Rud 1898℄, S. 91�112.25Hadamard, J.: Sur ertaines appliations possibles de la théorie des ensembles. In: [Rud1898℄, S. 201�202.26Geheimes Staatsarhiv Preussisher Kulturbesitz, I. HA Rep. 76 Va, Sekt. 8, Tit. IV, Nr.34, Bl.24.27[Kow 1950℄. S. 106.28Ebd.



Ihnen Allen zusammen zu sein. Grassmann habe ih Mittheilung hiervongemaht.29In ihren philosophishen Ansihten waren Cantor und Hausdorff denk-bar vershieden: auf der einen Seite der Metaphysiker Cantor, für den Kantdie Inkarnation skeptizistishen Irrtums war und der meinte, seine trans�ni-ten Zahlen würden �in intelletu Divino im höhsten Grade der Realität exi-stiren�30, auf der anderen Seite Hausdorff, der im Chaos in kosmisherAuslese jede Metaphysik endgültig destruieren wollte; hier der bekennendeChrist Cantor, der Nietzshe �im Hinblik auf den perversen Inhalt unddie herostratish-antihristlihen Motive� in dessen Shriften �Verderbniss derJugend. . . im groÿen Stile� anlastete31, dort Hausdorff , der in der Selbstan-zeige seines Sant'Ilario shrieb, daÿ jeder, der �ihn einfah zum Gefolge Nietz-shes zählen will�, sih auf sein �eigenes Geständnis berufen� möge32 (wobeier gegenüber dem späten Nietzshe durhaus kritishe Distanz zu wahrenwuÿte). Auf der einen Seite shlieÿlih � wenn wir von der Philosophie zurLiteratur wehseln � der Mann, der mit tiefem Ernst und groÿem Eifer dieBaon-Shakespeare-Theorie verfoht33, auf der anderen Seite der Verfas-ser ironisher Aphorismen, der im Sant' Ilario diese Theorie verspottete undläherlih mahte.34 Der 23 Jahre jüngere und im persönlihen Umgang zu-rükhaltende und taktvolle Hausdorff wird es tunlihst vermieden haben,mit Cantor über Philosophie oder über die Baon-Shakespeare-Theoriezu streiten. Umso interessanter war für ihn am Beginn seiner mengentheo-retishen Sha�ensphase der Mathematiker Cantor, der mit seinem Diktumvon der Freiheit der mathematishen Gedankenbildung auh vollständig Haus-dorffs Vorstellungen vom mathematishen Sha�ensprozeÿ traf35, selbst wennfür beide die Gründe für diese Forderung wiederum denkbar vershieden waren.1.2 Vom Studium der Ordnungstypen zu den Grundzügen der MengenlehreEin erster Beleg für eine Anregung, die Hausdorff mündlih von Can-tor erhielt, �ndet sih im Manuskript der Vorlesung über Mengenlehre36, dieHausdorff im Sommersemester 1901 in Leipzig vor 3 Zuhörern hielt.37 Eswar dies eine der ersten Vorlesungen über Mengenlehre überhaupt, nur ErnstZermelos (1871�1953) Kolleg in Göttingen im Wintersemester 1900/1901 war29NL Engel. Math. Institut der Universität Gieÿen. Ih verdanke den Hinweis daraufHerrn P. Ullrih.30Brief Cantors an Ch. Hermite vom 30.11.1895. Niedersähsishe Staats- und Univer-sitätsbibliothek Göttingen, NL Cantor, Nr. 18, S. 47�48. In: [PuI 1987℄, S. 105.31Brief Cantors an den Hallenser Kirhenhistoriker Friedrih Loofs vom 24.2.1900. In:[Mes 1967℄, S. 265.32[H 1897℄, S. 361.33[PuI 1987℄, S. 79�92.34[H 1897b℄, Aph. Nr. 306, S. 204�206.35[H 1903a℄, S. 3.36NL Hausdorff: Kapsel 03: Fasz. 12. Abgedrukt im Band I dieser Edition.37Arhiv der Univ. Leipzig, PA 547, Bll.10�12.



früher38; Cantor selbst hat nie über Mengenlehre gelesen.39 Hausdorff be-weist in der Vorlesung den Satz, daÿ die Typenklasse T (�0) aller abzählbarenOrdnungstypen die Mähtigkeit � des Kontinuums hat. Der Beweis verläuftnah dem Dedekind-Bernsteinshen Äquivalenzsatz, indem gezeigt wird:a) eine Theilmenge abzählbarer Typen ist dem Continuum äquivalent.. . .b) Eine Theilmenge des Continuums ist der Klasse der abzählbaren Ty-pen äquivalent.40Am oberen Rand des Blattes 37 hat Hausdorff mit Rotstift eingefügt:a) nah mündliher Mittheilung von Cantor,b) von mir selbst. Vorgetragen 27.6.1901.Dissertation von F. Bernstein empfangen 29.6.1901.41In der Vorlesung trennt Hausdorff sorgfältig die beweisbaren Sätze der Men-genlehre, deren Beweise auh alle genau ausgeführt werden, von den Sätzen,die Cantor vermutet hatte, aber niht beweisen konnte. Hausdorff nenntsie Postulate und formuliert sie folgendermaÿen:II. Postulat: Die Mähtigkeit des Continuums ist gleih der der zweitenZahlenklasse.42III. Postulat: Jede wohlde�nirte Menge kann in die Form einer wohlge-ordneten Menge gebraht werden.43Ein Postulat I. behauptete die Vergleihbarkeit der Kardinalzahlen und ist rih-tig, wenn III. rihtig ist. II. ist die Cantorshe Kontinuumhypothese, bzw., alsFrage nah dem Platz von � in der Reihe der ��, das Kontinuumproblem. Die-ses Problem war das erste in der Liste jener 23 Probleme, die D. Hilbert aufdem internationalen Mathematikerkongreÿ 1900 in Paris den Mathematikernim neuen Jahrhundert zur Lösung unterbreitet hatte, und es hatte dadurheinen besonderen Rang bekommen. Hausdorff hat sih jahrzehntelang fürdieses Problem interessiert; noh im Sommer 1938 fertigte er eine sorgfältige78 Seiten umfassende Ausarbeitung zu [Si 1934a℄ mit Vereinfahungen eini-ger Beweise und kritishen Bemerkungen an.44 Hausdorffs Einstieg in eingründlihes Studium geordneter Mengen war niht zuletzt durh das Kontinu-umproblem motiviert, sah er doh in dem Satz über die Mähtigkeit von T (�0)eine Strategie, dieses Problem anzugreifen. In seiner ersten mengentheoreti-shen Publikation kommt das ganz klar zum Ausdruk:In dem von G.Cantor ershlossenen Gebiete der Ordnungstypen istes eigentlih nur das Speialgebiet der Ordnungszahlen, in dem wir ei-nigermassen Besheid wissen; über die allgemeinen Typen, die Typenniht wohlgeordneter Mengen, ist äusserst wenig bekannt. Und doh38[P 1991℄, S. 82.39[Ker 1983℄, S. 89�94 und Geheimes Staatsarhiv Preussisher Kulturbesitz, Rep. 76 Va,Sekt. 8, Tit. IV, Bd. III (1917), Bll. 245�246.40NL Hausdorff: Kapsel 03: Fasz. 12, Bl. 37.41Felix Bernstein (1878�1956) hatte in seiner Dissertation die Behauptung b) ebenfallsbewiesen.42Ebd. Bl. 46.43Ebd., Bl. 47.44NL Hausdorff: Kapsel 42: Fasz. 729.



gehört eine genauere Kenntniss und Classi�ation der Typen zu demengeren Problemkreise der Mengenlehre: shon desshalb, weil die alteFrage nah der Mähtigkeit des Continuums auf diesem Wege mögli-herweise der Lösung näher gebraht werden kann. Denn da nah ei-nem Cantor-Bernstein'shen Satze1) die Mähtigkeit der zweiten Ty-penklasse (der Klasse der abzählbaren Typen) gleih der Mähtigkeit �des Continuums2) ist, während die Mähtigkeit der zweiten Zahlenklassemit �1 bezeihnet wird, so dürfte es für die Vergleihung zwishen � und�1 von Wihtigkeit sein, etwaige Zwishenstufen festzulegen, d. h. unterder Gesammtheit aller abzählbaren Mengen eine engere Gruppe heraus-zugreifen, in der ihrerseits die Gesammtheit der abzählbaren wohlgeord-neten Mengen als Theil enthalten ist. Gerade die Cantor'she Vermut-hung, dass � = �1, verspriht eine Erleihterung des Beweises durhEinshaltung von Zwishenstufen, während umgekehrt, falls � > �1 seinsollte, dieser Weg eher ein Umweg sein dürfte.45Die Fuÿnote 1) weist auf Bernsteins Göttinger Dissertation hin, die zweiteFuÿnote 2) ist ein weiteres Indiz für mündlihen Austaush zwishen Cantorund Hausdorff, denn Cantor hat ö�entlih einen Beweis des Wohlordnungs-satzes nirgends angekündigt; es heiÿt hier nämlih:Diese vorläu�ge Bezeihnung (Aleph ohne Index) als präjudiirlih zusheuen, liegt um so weniger ein Grund vor, als G.Cantor den Beweis,dass jede trans�nite Cardinalzahl in der �Reihe der Aleph� vorkommenmuss, nähstens zu publiiren gedenkt.46Hausdorff betrahtet in der in Rede stehenden Arbeit eine Klasse geord-neter Mengen, die er gestuft nennt: In einer gestuften Menge sind zwei ver-shiedene Abshnitte einander nie ähnlih. Die Klasse der gestuften Mengenumfaÿt die der wohlgeordneten Mengen. Die Menge aller abzählbaren gestuf-ten Mengen hat die Mähtigkeit �, so daÿ Hausdorff hier einen ersten Shrittin seinem eingangs formulierten Programm vorangekommen zu sein shien. Wirwissen heute, daÿ diese Strategie, das Kontinuumproblem zu lösen, ebensowe-nig zum Ziel führen kann wie Cantors Strategie, welhe darauf zielte, denSatz von Cantor-Bendixson von den abgeshlossenen Mengen auf beliebi-ge überabzählbare Punktmengen zu verallgemeinern. Diese Cantorshe Ideewar der Keim für die Entwiklung der deskriptiven Mengenlehre, die in denzwanziger Jahren � eingeleitet durh ein Ergebnis von Hausdorff und PaulAlexandroff (1896�1982) aus dem Jahre 1916 � einen kräftigen Aufshwungnahm.47Das Kontinuumproblem und dieWohlordnungsfähigkeit des Kontinuums stan-den nah übereinstimmenden Berihten mehrerer Teilnehmer im Mittelpunktder Diskussionen auf dem dritten internationalen Mathematikerkongreÿ, dervom 8. bis 13. August 1904 in Heidelberg stattfand. Das Teilnehmerverzeihnisführt Cantor und Hausdorff als Teilnehmer auf.4845[H 1901b℄, S. 460.46Ebd.47s. diesen Band, S. 773�787, ferner Bd. III dieser Edition.48[Kr 1905℄, S. 12 und 15.



Am 10. August hielt Julius König (1849�1913) in der Sektion Arithmetikund Algebra des Kongresses den Vortrag �Zum Kontinuumproblem�. Dort be-wies er zunähst, daÿ die Summe a einer aufsteigenden Folge von Kardinalzah-len die Ungleihung a�0 > a erfüllt. Daraus folgt wegen ��+! = ��+��+1+ � � �die Ungleihung ��0�+! > ��+! : (1)Dieses Resultat setzteKönig in Beziehung zu einer Alephrelation, die F.Bern-stein in seiner Dissertation angegeben hatte, nämlih���� = �� � 2�� (2)Wäre � = 2�0 ein Element der Alephreihe, etwa �� , so könnte man �� = ��+!setzen und erhielte aus (2)��0�+! = ��+!�� = ��+!im Widerspruh zu (1). Demnah wäre die Mähtigkeit des Kontinuums in derAlephreihe niht vorhanden, d.h. das Kontinuum lieÿe sih niht wohlordnenund Cantors Vermutung � = �1 wäre widerlegt. Als Diskutanten zu die-sem Vortrag vermerkt das Protokoll: G. Cantor, D. Hilbert und ArthurShoenflies (1853�1928).Königs Vortrag hat seinerzeit groÿes Aufsehen erregt, wäre doh mit die-sem Resultat eine der Grundüberzeugungen Cantors, nämlih die, daÿ manjede Menge wohlordnen könne, ershüttert worden, und das erste HilbertsheProblem wäre gelöst gewesen. In der bereits erwähnten Autobiographie [Kow1950℄ wird über Königs Vortrag und das Aufsehen, das er erregte, eingehendberihtet; dann heiÿt es:Glükliherweise stellte sih shon am nähsten Tag heraus, daÿ Kö-nigs Beweisführung unhaltbar war. Sie stützte sih auf ein Theorem vonFelix Bernstein, das sih bei näherer Prüfung als falsh erwies. Zermelo,ein äuÿerst sharfsinniger und rash arbeitender Denker, mahte diesewihtige Feststellung.49Die Behauptung, daÿ der Fehler shon am Tag darauf entdekt wurde und daÿE.Zermelo es war, der ihn entdekte, ist falsh. Kowalewski nahm am Kon-greÿ gar niht teil; eine Quelle für seine Shilderung nennt er niht. Sein Berihtwäre deshalb in dieser Einführung der Erwähnung gar niht wert, wenn er nihtin die Literatur zur Geshihte der Mengenlehre eingegangen wäre50 und so seitJahrzehnten das historishe Bild mit bestimmt hätte. In Wirklihkeit war esFelix Hausdorff, der bemerkte, daÿ man die Bernsteinshe Relation (2) nurfür solhe �, die niht Limeszahlen sind, beweisen kann. In [H 1904a℄ bewies erdie Rekursionsformel ���� = �� �����1 ;die natürlih für Limeszahlen � ihren Sinn verliert. Dann heiÿt es:49[Kow 1950℄, S. 202.50[Mes 1967℄, S. 165�166; [Mo 1982℄, S. 87; [PuI 1987℄, S. 161; [P 1991℄, S. 83; [O 1994℄, S.11; [F 1999℄, S. 312, shon etwas relativiert: �it may well be that Kowalewski misremembered.�



Die von Herrn F. Bernstein (�Untersuhungen aus der Mengenleh-re�, Diss. Halle 1901, S. 50) durh unbeshränkte Rekursion gewonneneFormel ���� = �� � 2��ist also vorläu�g als unbewiesen zu betrahten. Ihre Rihtigkeit ersheintumso problematisher, als aus ihr, wie Herr J. König gezeigt hat, dasparadoxe Resultat folgen würde, daÿ die Mähtigkeit des Kontinuumskein Aleph sei, und daÿ es Kardinalzahlen gebe, die gröÿer als jedes Alephsind.51Wenn Zermelo in Heidelberg bereits darauf hingewiesen hätte, daÿ Bern-steins Formel für Limeszahlen � niht bewiesen ist, hätte Hausdorff siherdiese Passage niht geshrieben oder zum mindesten Zermelo erwähnt.Hausdorffs Rolle bei der Aufklärung des Königshen Fehlshlusses gehtauh deutlih aus dem Beriht hervor, den A. Shoenflies 1922 von denEreignissen in Heidelberg gegeben hat. Nah der Darstellung des KönigshenErgebnisses und der Ursahe seines Fehlshlusses shreibt Shoenflies:An die Heidelberger Tagung shloÿ sih eine Art Nahkongreÿ in Wen-gen. Hilbert, Hensel, Hausdorff und ih selbst fanden sih dort zu-fällig zusammen.52Es wird dann über die �eberhaften Bemühungen Cantors berihtet, Königzu wiederlegen. Danah heiÿt es:Eine exakte Prüfung des Gültigkeitsbereihs der Bernsteinshen Alef-relation danken wir bekanntlih erstHausdorff1); sein Resultat, zu demer shon in Wengen gelangte, bedingt die oben genannte Einshränkungdes Theorems und damit die Entwertung der für das Kontinuum gezoge-nen Folgerung.53Übrigens hatte Shoenflies shon 1905 darauf hingewiesen, daÿ Hausdorffin [H 1904a℄ den Gültigkeitsbereih der Bernsteinshen Alephrelation wesent-lih eingeshränkt hat.54Die Darstellung von Shoenflies wird durh einen Brief Hausdorffs anHilbert vom 29.9.1904 bestätigt; dort shreibt Hausdorff:Nahdem das Continuumproblem mih in Wengen beinahe wie eineMonomanie geplagt hatte, galt hier mein erster Blik natürlih der Bern-steinshen Dissertation. Der Wurm sitzt genau an der vermutheten Stelle,S. 50: [. . . ℄ Bernsteins Betrahtung giebt eine Reursion von ��+1 auf ��,versagt aber für solhe ��, die keinen Vorgänger haben, also gerade fürdie Alephs, für die Herr J. König sie nothwendig brauht. Ih hatte indiesem Sinne, soweit ih es ohne Benutzung der Bernsteinshen Arbeitkonnte, shon von unterwegs an Herrn König geshrieben, aber keine Ant-wort erhalten, bin also umso mehr geneigt, den König'shen Beweis fürfalsh und den König'shen Satz für den Gipfel des Unwahrsheinlihen51[H 1904a℄, S. 571.52[Sh 1922℄, S. 100. Shoenflies ist als Teilnehmer des Kongresses und der Nahsitzungin Wengen bei weitem glaubwürdiger als Kowalewski.53Ebd., S. 101; 1) verweist auf [H 1904a℄.54[Sh 1905℄, S. 186.



zu halten. Andererseits werden wohl auh Sie kaum den Eindruk gewon-nen haben, dass Herr Cantor das, was er seit 30 Jahren vergeblih suht,in den letzten Wohen gefunden haben sollte, und so sheint Ihr ProblemNr. 1 nah dem Heidelberger Congress genau dort zu stehen, wo Sie esauf dem Pariser Congress verlassen haben.Aber vielleiht ist, während ih dies shreibe, doh shon eine derstreitenden Parteien im Besitze der Wahrheit. Ih bin sehr gespannt aufdie gedrukten Verhandlungen des Congresses.55König selbst hat im Abdruk seines Vortrages im Kongreÿberiht seinen Shluÿ,den er aus der Bernsteinshen Alephrelation gezogen hatte, ausdrüklih zu-rükgenommen. Hausdorff hat er dort niht erwähnt.56In den Jahren 1906 und 1907 verö�entlihte Hausdorff seine Untersuhun-gen über Ordnungstypen mit zahlreihen neuen Ideen und Resultaten.57 Einesder Ergebnisse ist der Beweis, daÿ die Typenklasse T (�0) als Typenring die Ba-sis 1, !, !�, � hat. Der Beweis fuÿt auf Hausdorffs grundlegendem Theorem,daÿ jede geordnete Menge entweder zerstreut ist, d.h. keine dihte Teilmengebesitzt, oder Summe zerstreuter Mengen über ein dihtes Argument ist.58 Ineinem Brief an Hilbert vom 8.8.1907 teilt Cantor dieses Resultat mit, wel-hes ihm Hausdorff am 19. Juli 1907 brie�ih übermittelt hatte. In CantorsBrief heiÿt es:Es ist mir lieb, zu hören, daÿ Herr Zermelo erfolgreih an der Men-genlehre arbeitet. Grüssen Sie ihn bestens von mir. Ih halte auh dieArbeiten von Hausdor� in der Typentheorie für nützlih, gründlih underfolgversprehend. Darum hatte ih bei der letzten Zusammenkunft der3 Universitäten Leipzig, Jena und Halle in Kösen am 28. Juni mit ihmeine Besprehung verabredet und ihn zur Untersuhung einer Frage ange-regt, die er jetzt glüklih zu Ende gebraht zu haben sheint. Sie beziehtsih auf die Typenlasse von der Kardinalzahl �0, d. h. auf die abzähl-baren Typen; und ih war immer der Meinung, daÿ sie sih auf die dreiUrtypen !, �! und � und die endlihen Urtypen 1 und 2 durh Zusam-mensetzung zurükführen lassen. Dies �ndet nun durh Hausdor�, wie ermir am 19. Juli shrieb, in folgender Form Bestätigung.59In diesem speziellen Fall mag Hausdorff in der Tat eine Anregung Cantorsaufgegri�en haben. Im allgemeinen war er aber in den Arbeiten zur Typentheo-rie der Jahre 1906�1907 ein völlig selbständiger Forsher und niht von Can-tor abhängig. Dies wird auh aus einem Brief Hausdorffs vom 24.5.1914 anF. Engel deutlih, in dem er sih zur Widmung der Grundzüge an Cantoräuÿert: Was Sie von Cantor befürhten, muss ih vollkommen untershrei-ben; ih glaube niht, dass er seit 10 Jahren oder mehr an der Entwiklung55Niedersähsishe Staats- und Universitätsbibliothek zu Göttingen, Handshriftenabt., NLHilbert, Nr. 136.56[Kr 1905℄, S. 147.57[H 1906b, 1907a, 1907b℄; s. Band I dieser Edition. Zum Teil sind die Ergebnisse in dieKapitel IV und VI der Grundzüge eingegangen.58S. diesen Band, S. 195.59Niedersähsishe Staats- und Universitätsbibliothek zu Göttingen, Handshriftenabt., NLHilbert, Nr. 54. In: [PuI 1987℄, S. 227.



der von ihm begründeten Wissenshaft noh ativen oder auh nur re-eptiven Antheil nehmen kann. Dennoh ho�e ih, dass meine Widmungihm wenigstens persönlihe Freude gemaht hat; er hat mir zweimal einpaar Zeilen geshrieben, als ih ihn um Annahme der Dediation bat unddann nah Empfang des Buhes.60Für Cantor war Hausdorff nah dem Heidelberger Kongreÿ der wohlwihtigste Fortsetzer seines Werkes. Ihm lag ohne Zweifel daran, daÿ Haus-dorffs Ergebnisse in der Typentheorie ein gröÿeres internationales Publikumerreihten. Die Verö�entlihung der wihtigsten Hausdorffshen Arbeiten inden Berihten der Königlih-Sähsishen Gesellshaft der Wissenshaften zuLeipzig war niht geeignet, breitere Kreise auf diese Arbeiten aufmerksam zumahen. Cantor shlug Hausdorff deshalb vor, eine Zusammenfassung sei-ner Ergebnisse über Ordnungstypen in den Mathematishen Annalen zu veröf-fentlihen. Hausdorffs Brief an Hilbert vom 15.7.1907 dokumentiert diesenVorgang; er ist aber auh noh in anderer Hinsiht sehr aufshluÿreih:Sehr geehrter Herr Geheimrath,Herr Professor Cantor, mit dem ih vor 14 Tagen längere Zeit zusammenwar, regte mih an, von meinen �Untersuhungen über Ordnungstypen�ein knappes Exposé auszuarbeiten und Ihnen zum Abdruk in den Math.Annalen anzubieten. Er hielt es für wünshenswerth, dass die Sahen ei-nem weiteren Leserkreise als dem der Leipziger Berihte unter die Augenkämen; auh ging er von der niht unrihtigen Voraussetzung aus, dassdie etwas lang gerathene Arbeit durh eine verkürzte, systematishe undauf das Wesentlihste eingeshränkte Darstellung an Verständlihkeit ge-winnen würde. [. . . ℄ Ih erlaube mir also die Anfrage, ob Sie prinipiellgeneigt wären, einen Artikel, etwa �Theorie der Ordnungstypen� betiteltund im Umfange von 2�3 Bogen, in die Annalen aufzunehmen.Sie �nden vielleiht dies Ansinnen, über eine noh ungeshriebeneArbeit ein Votum abzugeben, etwas voreilig; natürlih soll es sih ebennur um eine prinipielle Erklärung handeln, die Sie niht verp�ihtet,sondern Ihnen seiner Zeit die Prüfung der wirklih vorliegenden Arbeit alsunverkürztes Reht vorbehält. Nur möhte ih mir die Mühe sparen, fallsetwa die Redation der Annalen von vornherein das jetzt so vielfah (undmit so mittelalterlihen Wa�en!) bestrittene Gebiet der Mengenlehre zuexludiren geneigt sein sollte. [. . . ℄In der Ho�nung, dass Sie, sehr geehrter Herr Geheimrath, den vonPoinaré todtgesagten �Cantorismus� noh für einigermassen lebendighalten und einer Arbeit, die der Mengenlehre inhaltlih etwas Neues hin-zufügt, Ihr Interesse niht versagen werden, bin ihIhr hohahtungsvoll ergebenerFelix Hausdor�61Dieser Brief spiegelt die kritishe Situation wider, in welhe die Mengenlehrenah dem Heidelberger Kongreÿ und der Publikation von Zermelos erstemBeweis des Wohlordnungssatzes62 geraten war. Der zentrale Angri�spunkt war60NL Engel. Mathematishes Institut der Universität Gieÿen.61Niedersähsishe Staats- und Universitätsbibliothek zu Göttingen, Handshriftenabt., NLHilbert, Nr. 136.62[Z 1904℄.



das Auswahlaxiom63, und als Damoklesshwert shwebten über dem Ganzendie Antinomien. Hausdorff selbst war � was seine Forshung betri�t � vonden Angri�en gegen die Mengenlehre unbeeindrukt; ein shönes Zeugnis dafürist auÿer o.g. Brief (�mittelalterlihe Wa�en!�) eine Postkarte von GerhardHessenberg (1874�1925) an den Philosophen Leonard Nelson (1882�1927)vom 20.9.1907 mit Impressionen von der DMV-Tagung im September 1907 inDresden. Dort hatte Hausdorff über dihte Ordnungstypen vorgetragen.64Hessenberg shreibt:Ausgezeihnet hat mir ferner Hausdor� gefallen. Er ist der einzigeproduktive Mengentheoretiker, der sih von den Paradoxien so wenigirritieren lässt, wie Newton et. von den eleatishen Witzhen.65In Bezug auf seine Lebenssituation jedoh muÿte es Hausdorff beunruhi-gen, wenn das Gebiet, zu dem seine wihtigsten mathematishen Leistungenzählten, innerhalb der mathematishen Gemeinshaft in Frage gestellt wurde.Er stand 1907 im 39. Lebensjahr und war noh immer auÿerplanmäÿiger au-ÿerordenliher Professor. Niht nur die äuÿere Stellung in Leipzig war unbefrie-digend; er fühlte sih persönlih innerhalb der Leipziger Professorenhierarhieauh wenig integriert, ja sogar miÿahtet. Dies zeigt sehr deutlih ein Brief anF. Engel vom 21.2.1911, in dem er seine Lage in Bonn mit der in Leipzigvergleiht. Es heiÿt dort:66Ih wäre sehr gern nah Greifswald gekommen und das Zusammen-wirken mit Ihnen hätte mih aufrihtig gefreut; da nun nihts darausgeworden ist, habe ih immerhin das Vergnügen gehabt, erstens zu wis-sen, dass Sie etwas von mir halten, zweitens nah jahrelangem Stillstandauf dem toten Geleise in Leipzig endlih wieder in Cirulation zu sein undüberhaupt in Betraht zu kommen. Das war mir doppelt wohlthuend an-gesihts der shnöden Behandlung, die ih in Leipzig erfahren habe [. . . ℄.Erst hier in Bonn ist mir das fatal Bonzenhafte und Unerfreulihe derLeipziger Hierarhie reht zu Bewusstsein gekommen � hier, wo auh derPrivatdoent als Mensh gilt, [. . . ℄. In Bonn kommt man sih, auh alsNiht-Ordinarius, förmlih existenzberehtigt vor, eine Emp�ndung, zuder ih mih an der Pleisse nie habe aufshwingen können.67Hausdorffs gegenüber Hilbert geäuÿerte Befürhtungen, die Annalen be-tre�end, erwiesen sih allerdings als unbegründet. 1908 konnte seine groÿe Ab-handlung über geordnete Mengen ersheinen, welhe niht nur die Ergebnis-se der früheren Arbeiten zusammenfassend darstellte, sondern darüber hinausnoh eine Reihe neuer Resultate enthielt.6863Ausführlih dargestellt bei [Mo 1982℄, S. 85�141.64NL Hausdorff: Kapsel 26a: Fasz. 81 ; publ. in [H 1907b℄.65NL Leonard Nelson. Friedrih-Ebert-Stiftung Bonn, Sign. 1/LNAA 000 272. Auhzitiert bei [P 1991℄, S. 180.66Engel hatte dafür gesorgt, daÿ Hausdorff für ein Ordinariat in Greifswald in derNahfolge von Wilhelm Thomé (1841�1910) als einziger primo loo genannt war. Das Kul-tusministerium in Berlin ignorierte dies und berief Theodor Vahlen (1869�1945), damalsExtraordinarius in Greifswald. Vahlen war übrigens shon 1924 ein eifriger ParteigängerHitlers.67NL Engel. Mathematishes Institut der Universität Gieÿen.68[H 1908℄; s. auh Bd. I dieser Edition



Mit Wirkung vom 1.4.1910 wurde Hausdorff zum etatmäÿigen Extraordi-narius an die Universität Bonn berufen. Diese Berufung bedeutete niht nureine äuÿerlihe Besserstellung, sondern sie brahte Hausdorff auh, wie manaus dem oben zitierten Brief an Engel sieht, ein angenehmes akademishesUmfeld. Zu den beiden Bonner Ordinarien Eduard Study (1862�1930) undFranz London (1863�1917) entwikelte sih bald ein ausgesprohen freund-shaftlihes Verhältnis.69 In Leipzig, wo seinan sih niht sehr entwikeltes Selbstgefühl [. . . ℄ bereits unter jedespositive " zu sinken im Begri� war,70hatte er seit 1901 niht wieder Mengenlehre gelesen, obwohl dies die ganzenJahre über sein hauptsählihes Arbeitsgebiet gewesen war.In Bonn begann Hausdorff seine Lehrtätigkeit im Sommersemester 1910mit einer �Einführung in die Mengenlehre�.71 Im Sommersemester 1912 las erwieder �Einführung in die Mengenlehre�, benutzte jedoh niht das Skriptumvon 1910, sondern arbeitete die Vorlesung neu aus.72 Sie ist neben den Grund-lagen der Kardinalzahltheorie hauptsählih der Theorie der Punktmengen imRn gewidmet, gründet diese aber bereits auf Umgebungsaxiome und bereitet soden allgemeinen Standpunkt in den Grundzügen vor.73 Etwa im August 1912begann Hausdorff die Arbeit an diesem Werk. Das Datum kann man auseinem Brief Hausdorffs an Hilbert vom 27.2.1914 ershlieÿen, in dem esheiÿt: Ih ho�e Ihnen nähstens ein Buh über Mengenlehre dediiren zukönnen, an dem ih seit 1 12 Jahren gearbeitet habe und von dem augen-bliklih die letzten Bogen im Satz sind.74Das Manuskript war Mitte Februar 1913 �grösstenteils vollendet�.75Als F. Engel im Frühjahr 1913 einen Ruf an die Universität Gieÿen er-hielt, shlug er Hausdorff als Nahfolger im Greifswalder Ordinariat vor.Am 8.3.1913 nahm Hausdorff den Ruf nah Greifswald an. In einem Briefan Engel vom 11.3.1913 dankt er für dessen Anteil an seiner �Rangerhöhung�.In Bezug auf die Vorlesungen in Greifswald heiÿt es dann:[. . . ℄; ih möhte gleih bemerken, dass ih mir diesmal und für denAnfang niht zu viel au�aden kann, shon um endlih mein Buh ab-shliessen zu können.76Es dauerte jedoh noh über ein Jahr, ehe das Werk ershien. Hausdorffhat in Greifswald auh die shon vorhandenen Manuskriptteile erheblih über-arbeitet. Leider ist im Nahlaÿ nur das Manuskript der ersten sehs Kapitel69NL Engel, a.a.O., Brief Hausdorffs an Engel vom 15.2.1913.70Ebd.71NL Hausdorff: Kapsel 07: Fasz. 27.72NL Hausdorff: Kapsel 09: Fasz. 34.73S. diesen Band, S. 717�718.74NL Hilbert, a.a.O., Nr. 136.75Brief Hausdorffs an F. Engel vom 15.2.1913. NL Engel, a.a.O. Auh aus diesem Briefkann man shlieÿen, daÿ Hausdorff im August 1912 mit der Niedershrift der Grundzügebegonnen hat.76NL Engel, a.a.O.



vorhanden. Während das ursprünglihe Manuskript mit shwarzer Tinte ge-shrieben war, �nden sih zahlreihe Korrekturen, Einshübe und Ersetzungenmit blauer Tinte; einige Paragraphen sind vollständig neu verfaÿt (Kap.1, ��1und 11, Kap. 2, ��1�3, Kap. 4, ��3�5).77 Blaue Tinte verwandte Hausdorff inGreifswald spätestens ab 13.8.1913.78 Hausdorff sheint auh nah Insatzga-be der ersten Teile weiter am Manuskript gearbeitet zu haben, denn Satz undKorrekturen haben mehr als 7 Monate in Anspruh genommen.79 Die Grund-züge der Mengenlehre müssen bereits in der ersten Aprilhälfte des Jahres 1914ershienen sein, denn shon am 20.4.1914 dankt Hausdorff in einem Brief anHilbert für �Ihre freundlihen Worte über mein Buh. . . �80 In dem bereitserwähnten Brief an Engel vom 24.5.1914 äuÿert er sih zufrieden über seinWerk � niht ohne einen kräftigen Shuÿ Ironie und ein wenig Untertreibung:Lieber und verehrter Herr College, haben Sie vielen Dank für IhrefreundlihenWorte über mein Buh. Ih ho�e, dass es wirklih eine relativanständige Leistung ist und als solhe auh Ihnen, der Sie mih in denerleuhteten Kreis der Ordinarien befördert haben, eine nahträgliheRehtfertigung ertheilt.812.Monographien und Lehrbüher zur Mengenlehre bis 19142.1 Cantors Beiträge zur Begründung der trans�niten MengenlehreZwishen Cantors erster mengentheoretisher Publikation82 und dem Er-sheinen von Hausdorffs Grundzügen liegen genau vier Jahrzehnte. Es warendies Jahrzehnte einer Entwiklung, in deren Ergebnis Hausdorff shlieÿliheinen Satz formulierte, der damals mehr kühne Prognose als allgemein ak-zeptierte Realität war, der jedoh in der zweiten Hälfte des 20. Jahrhundertszunehmend als verwirkliht angesehen wurde:Die Mengenlehre ist das Fundament der gesamtenMathematik; [. . . ℄83Man hat die mengentheoretish-axiomatish fundierte Strukturmathematik84des 20.Jahrhunderts � wohl in Anlehnung anB.L. van der Waerdens 1930/3177NL Hausdorff: Kapsel 27: Fasz. 99.78Die letzte datierte Aufzeihnung im Nahlaÿ mit shwarzer Tinte ist vom 31.5.1913, dieerste mit blauer Tinte vom 13.8.1913, beide im Fasz. 1138. Alle auf den 13.8.1913 folgendendatierten Aufzeihnungen sind bis nah dem 1. Weltkrieg mit blauer Tinte geshrieben. In denzwanziger Jahren verwandte Hausdorff violette Tinte; shwarze Tinte hat er niht wiederverwendet.79Im Nahlaÿ, Kapsel 29, Fasz. 102 be�nden sih die Bogenkorrekturen ab S. 97. Der erstevorhandene Bogen (S. 97�112) trägt den Datumsstempel 3.9.1913, der letzte (S. 433�Shluÿ)wurde von der Setzerei Metzger & Wittig in Leipzig am 31.3.1914 gestempelt. Die Insatzgabehat demnah spätestens im August 1913 begonnen, die Bindearbeiten frühestens am 1.4.1914.80NL Hilbert, a. a. O., Nr. 136. Hilberts Brief ist im Nahlaÿ Hausdorffs niht mehrvorhanden.81NL Engel, a.a.O.82[Ca 1874℄.83[H 1914a℄, S. 184Zum Begri� der mathematishen Struktur s. [Bou 1948℄.



ershienene �Moderne Algebra� � oft �Moderne Mathematik� genannt. Haus-dorff war ein Protagonist dieser �Mathematishen Moderne�85; seine Grund-züge haben zu ihrer Herausbildung einen wesentlihen Beitrag geleistet. Wennin den letzten Jahrzehnten wieder stärker konkrete, z.T. klassishe Fragestellun-gen in den Mittelpunkt der Aufmerksamkeit der Mathematiker gerükt sind, sogeshieht dies doh stets auf der Grundlage der �modernen� Strukturtheorien;die Lösung des Fermatproblems durh A. Wiles ist dafür ein eindruksvollesBeispiel.Die Anfänge der Punktmengenlehre entstanden aus Fragestellungen der Ana-lysis, insbesondere der Theorie der Fourierreihen.86 In enger Verbindung mitder Ausgestaltung der Punktmengenlehre entwikelte Cantor auh eine Theo-rie beliebiger trans�niter Mengen, die allgemeine Mengenlehre, mit ihrem Kern-stük, der Theorie der trans�niten Ordinal- und Kardinalzahlen. Diese Theoriewurde erstmals 1883 der mathematishen Ö�entlihkeit präsentiert, als TeilV von Cantors sehsteiliger Arbeit Über unendlihe lineare Punktmannih-faltigkeiten in den Mathematishen Annalen87 und als separates Bühlein beiTeubner in Leipzig unter dem Titel Grundlagen einer allgemeinen Mannih-faltigkeitslehre � Ein mathematish-philosophisher Versuh in der Lehre desUnendlihen. Dieses Werk wih erheblih vom Standard ab, der sonst in denMathematishen Annalen üblih war. Es enthält neben den mathematishenDarlegungen ausführlihe historishe Betrahtungen und umfangreihe philo-sophishe Auseinandersetzungen über das Aktual-Unendlihe, ferner CantorsAnsihten über die Existenz mathematisher Gegenstände und eine verstektePolemik gegen Leopold Kroneker (1823�1891) mit Cantors berühmtemBekenntnis zur Freiheit der Mathematik. Die grundlegenden mathematishenBegri�e und Ideen werden nur in referierendem Stil und fast ohne Benutzungvon Formeln präsentiert. Bei mehreren Sätzen wird der Leser auf zukünftigeBeweise verwiesen.Die Redaktion der Mathematishen Annalen hat eine kühne Tat voll-braht, sih aber auh ein unvergänglihes Verdienst erworben, indem siedie Spalten ihrer Zeitshrift diesen Ideen ö�nete, [. . . ℄88so shrieb Abraham Fraenkel (1891�1965) in einem Gedähtnisartikel aufCantor im Jahre 1930. Das Hauptanliegen Cantors in den Grundlagen istdie allgemeine Einführung der trans�niten Ordinalzahlen unabhängig von denAbleitungsordnungen von Punktmengen. Dazu dienen die zwei CantorshenErzeugungsprinzipien: Das erste sihert den Übergang von � zu �+ 1 für jedeOrdinalzahl �, das zweite den Übergang von einer trans�niten wohlgeordneten85Vgl. [Me 1990℄, S.25�, S.165�.86Die Darstellung in diesem Abshnitt konzentriert sih auf den Vergleih der Grundzügemit vor 1914 ershienenen einshlägigen Monographien und Lehrbühern und auf historisheBemerkungen zur allgemeinen Mengenlehre. Zum historishen Kontext der topologishenKapitel der Grundzüge, insbesondere zur Entwiklung der Punktmengenlehre, s. den ArtikelZum Begri� des topologishen Raumes, dieser Band, S. 675 �.87[Ca 1883℄.88[Fr 1930℄, S. 200.



Menge von Ordinalzahlen ohne gröÿtes Element zur zugehörigen Limeszahl.Um das zweite Erzeugungsprinzip zu formulieren, wird der grundlegende Be-gri� der Wohlordnung eingeführt. Das sogenannte Hemmungsprinzip führt zugewissen natürlihen Einshnitten in der Ordinalzahlreihe, den Zahlklassen.Die Menge der natürlihen Zahlen bezeihnet Cantor als die erste Zahlklasse,ihre Mähtigkeit nennt er die Mähtigkeit erster Klasse (später von ihm mit�0 bezeihnet). Das Hemmungsprinzip erzeugt nun den nähsten Einshnitt,indem es verlangt, dass eine Zahl �, welhe mittels der beiden Erzeugungsprin-zipien erzeugt ist, genau dann zur zweiten Zahlklasse gehört, wenn die Mengeder dem � vorangehenden Zahlen die Mähtigkeit der ersten Zahlklasse besitzt.Cantor beweist, daÿ die Mähtigkeit der zweiten Zahlklasse (später mit �1bezeihnet) die auf �0 folgende nähstgröÿere Mähtigkeit ist. Es ist dies einerder wenigen Beweise in den Grundlagen; freilih einer von fundamentaler Be-deutung. Die dritte Zahlklasse und damit die Mähtigkeit �2 würde sih ausdem Hemmungsprinzip ergeben als die Menge derjenigen �, für die f�;� < �gdie Mähtigkeit �1 hat. Es heiÿt bei Cantor:Ebenso ergiebt die dritte Zahlenlasse die De�nition der dritten Mäh-tigkeit oder der Mähtigkeit dritter Classe u. s. w. u. s. w. 89Cantor kommt bezüglih der De�nition der Aleph-Reihe über dies vage �usw�niht hinaus. Sein Resümé lautet folgendermaÿen:Auf diesem Wege, mit Beobahtung dieser drei Prinipe kann manmit der grössten Siherheit und Evidenz zu immer neuen Zahlenlassenund mit ihnen zu allen in der körperlihen und geistigen Natur vorkom-menden, vershiedenen, suessive aufsteigenden Mähtigkeiten gelangenund die hierbei erhaltenen neuen Zahlen sind dann immer durhaus vonderselben onreten Bestimmtheit und gegenständlihen Realität wie diefrüheren; ih wüsste daher fürwahr niht, was uns von dieser Thätigkeitdes Bildens neuer Zahlen zurükhalten sollte, sobald es sih zeigt, dassfür den Fortshritt der Wissenshaften die Einführung einer neuen vondiesen unzähligen Zahlenlassen in die Betrahtungen wünshenswerthoder sogar unentbehrlih geworden ist.90An dieser Stelle bemerkte Zermelo, der Herausgeber von Cantors Gesam-melten Werken, daÿ die drei Cantorshen Prinzipien shon für die Bildungder !-ten Zahlklasse niht ausreihen.91Zur Rezeption des Cantorshen Werkes insgesamt shrieb Fraenkel:[er . . . ℄ hegte den begrei�ihen Wunsh nah Anerkennung seinesWerkes durh die Kollegen und nah wissenshaftlihem Ein�uÿ auf dieangehenden Forsher. Im ganzen blieb ihm dies versagt. 9289[Ca 1883℄, S. 548.90Ebd., S.581.91Dies hatten shon Thoralf Skolem (1887�1963) [Sk 1922℄ und A.Fraenkel [Fr 1922℄bemerkt.92[Fr 1930℄, S. 208.



Fraenkels Urteil wurde öfter kolportiert; es ist jedoh so niht zutre�end.93Die Rezeption des Cantorshen Werkes war zweigeteilt: Seine Beiträge zurTheorie der Punktmengen wurden sofort rezipiert. Sie lagen im Strom da-mals hohaktueller Forshungen über Integrationstheorie und Fourierentwik-lung und waren von Cantor mathematish wesentlih besser durhgebildetals seine allgemeine Mengenlehre, aus der für die Punktmengentheorie nur dieZahlen der zweiten Zahlklasse und die Untersheidung von abzählbaren Mengenund Mengen von Kontinuumsmähtigkeit benutzt wurden. Forsher wie Pauldu Bois-Reymond (1831�1889) und Axel Harnak (1851�1888) arbeitetenparallel an ähnlihen Fragen.Gösta Mittag-Leffler (1846�1927) und Hen-ri Poinaré (1854�1912) zeigten die Fruhtbarkeit der Punktmengentheorie inder Funktionentheorie. Ulisse Dini (1845�1918) verwandte die Ableitung vonPunktmengen in der Theorie der reellen Funktionen; sein Lehrbuh [Di 1878℄spielte eine wihtige Rolle bei der weiteren Entwiklung dieses Gebiets. Das Di-mensionsproblem, das mit Cantors 1878 geführtem Beweis der Gleihmähtig-keit von [0; 1℄n und [0; 1℄ aufgeworfen worden war, wurde vonCantor selbst so-wie von Johannes Thomae (1840�1921), Jakob Lüroth (1844�1910),EnnoJürgens (1849�1907) und Eugen Netto (1846�1919) bearbeitet, wenn auhniht mit endgültigem Erfolg94. Giuseppe Peano (1858�1939) und D. Hil-bert leisteten durh die Konstruktion stetiger Strekenbilder, die eine Fläheerfüllen, wesentlihe Beiträge zu diesem Fragenkreis. Cantors Ansätze zumInhaltsproblem wurden von Peano und Camille Jordan (1838�1922) zu ei-ner Theorie des additiven Inhalts ausgebaut. Es zeigte sih im Verlaufe derahtziger und neunziger Jahre des 19. Jahrhunderts immer deutliher, daÿ diePunktmengenlehre für die Weiterentwiklung der Maÿ- und Integrationstheorieund der Theorie der reellen Funktionen die geeignete Grundlage darstellte.Ganz anders verlief die Rezeption von Cantors allgemeiner Mengenleh-re. Sie wurde fast vollständig ignoriert und von einer Reihe von Mathemati-kern sogar strikt abgelehnt.Kronekers Opposition ist wohlbekannt. Ähnlihsharf ablehnend reagierte Charles Hermite (1822�1901) in einem Brief anMittag-Leffler vom April 1883.95 Selbst ein Forsher wie Rihard De-dekind (1831�1916), der 1888 in seiner Shrift Was sind und was sollen dieZahlen? Begri�e und Ideen einführte, die später zum Kernbestand der allgemei-nen Mengenlehre gehörten96, konnte sih mit Cantors Theorie der trans�nitenOrdnungszahlen und sukzessive aufsteigenden Mähtigkeiten niht anfreunden� jedenfalls hat er nie darauf Bezug genommen. Cantor hatte in den Grund-lagen einer allgemeinen Mannihfaltigkeitslehre auh kein einziges Motiv ausder damals bekannten Mathematik dafür anführen können, warum man belie-bige Mengen mit beliebig groÿen Mähtigkeiten betrahten solle. Zudem waren93S. dazu [PuI 1987℄, S. 72�73, und [F 1999℄, S. 282�284.94Die frühen Bemühungen, die Invarianz der Dimension bei Homöomorphismen zu bewei-sen, sind bei [Jo 1979℄, S. 146�162, eingehend behandelt.95Abgedrukt bei [Mo 1989℄, S. 96.96S. dazu die einführenden Bemerkungen von G. Asser zur 11. Au�age von Was sind undwas sollen die Zahlen?, Berlin 1967.



seine diesbezüglihen Ausführungen � wie bereits erwähnt � noh sehr vage.Vielleiht wäre die Rezeption der allgemeinen Mengenlehre günstiger verlaufenund viel shneller erfolgt, wenn Cantor selbst dazu weiter publiziert und seineIdeen ausführliher dargestellt hätte. Er zog sih jedoh nah 1885 für einigeJahre aus den mathematishen Journalen vollständig zurük. 97 Erst 1892 er-shien wieder eine mathematishe Arbeit Cantors, und zwar im Band I desJahresberihts der Deutshen Mathematikervereinigung98, deren erster Vorsit-zender Cantor war. Er bewies dort den für die Mengenlehre grundlegendenund in vieler Beziehung folgenreihen Satz, daÿ die Menge aller Teilmengeneiner gegebenen Menge M eine gröÿere Mähtigkeit als M hat.99Cantor mag shlieÿlih selbst die Notwendigkeit empfunden haben, die Ver-breitung und Anerkennung seiner allgemeinen Mengenlehre durh eine sorgfäl-tig ausgearbeitete Darstellung zu befördern. Jedenfalls ershienen 1895 und1897 in den Mathematishen Annalen in zwei Teilen von insgesamt reihlih70 Seiten Umfang seine Beiträge zur Begründung der trans�niten Mengenleh-re.100 Cantor verzihtete hier vollkommen auf historishe oder philosophisheArgumentationen und legte gröÿten Wert auf möglihst klare De�nitionen dergrundlegenden Begri�e und auf ausgeführte Beweise. Die Anmerkungen zu die-ser Arbeit in Cantors Gesammelten Abhandlungen beginnt Zermelo mitfolgenden Worten:Die vorstehende, in zwei Abteilungen im Abstande von zwei Jah-ren ershienene Abhandlung, die letzte Verö�entlihung Cantors überdie Mengenlehre, bildet den eigentlihen Abshluÿ seines Lebenswerkes.Hier erhalten die Grundbegri�e und Ideen, nahdem sie sih im Laufevon Jahrzehnten allmählih entwikelt haben, ihre endgültige Fassung,und viele Hauptsätze der �allgemeinen� Mengenlehre �nden erst hier ih-re klassishe Begründung.101An die Spitze der Beiträge stellt Cantor seine berühmte Mengende�nition102und die De�nition des Begri�s �Kardinalzahl� (synonym verwendet Cantordie Bezeihnung �Mähtigkeit�).103 Nah Einführung der Kleinerbeziehung fürKardinalzahlen stellt Cantor fest, daÿ für zwei Kardinalzahlen a; b nur eineder drei Beziehungen a = b, a< b, a> b eintreten kann. Daÿ auh tatsähliheine dieser drei Beziehungen stets eintritt, d. h. daÿ zwei Kardinalzahlen derGröÿe nah stets vergleihbar sind, verspriht Cantor mittels der Alephfolgespäter zu beweisen; er konnte dieses Versprehen allerdings niht einlösen, weiler niht beweisen konnte, daÿ jede Menge wohlgeordnet werden kann und damit97S. [F 1999℄, S.284.98[Ca 1892℄.99Nah B. Russells eigenem Zeugnis ([Rus 1959℄, S. 75) hat ihn das Nahdenken überdiesen Satz auf die nah ihm benannte Antinomie geführt.100[Ca 1895/1897℄.101[Ca 1932℄, S. 351.102Zur Problematik dieses sogenannten naiven Mengenbegri�es bei Cantor s. [PuI 1987℄,S. 158 �., siehe auh diesen Band, S. 577.103Zum Begri� der Kardinalzahl s. diesen Band, S. 634 �.



jede Kardinalzahl ein Aleph ist. Den später nah Ernst Shröder (1841�1902) und Bernstein benannten Äquivalenzsatz104 behandelt Cantor alsFolgerung aus dem Vergleihbarkeitssatz; da dieser o�en blieb, war auh dieFrage, ob aus a � b, b � a stets a = b folgt, ein o�enes Problem.Es folgen dann in den Beiträgen die De�nitionen von Summe, Produkt undPotenz zweier Kardinalzahlen. Hier ersheinen zu zwei Mengen M;N als neueMengenbildungen erstmals die Produktmenge M �N und die �Belegungsmen-ge� MN (die Menge aller Funktionen auf N mit �Werten� in M). Nah Be-trahtungen über �0 als kleinste trans�nite Kardinalzahl stellt Cantor mitfolgenden Bemerkungen die Konstruktion der Aleph-Folge in Aussiht, welhe,da Cantor von der Gültigkeit des Wohlordnungssatzes überzeugt war, nahseiner Meinung jede Kardinalzahl enthalten muÿ:Aus �0 geht nah einem bestimmten Gesetze die nähstgrössere Car-dinalzahl �1, aus dieser nah demselben Gesetze die nähstgrössere �2hervor und so geht es weiter.Aber auh die unbegrenzte Folge der Cardinalzahlen�0;�1;�2; : : : ;�� ; : : :ershöpft niht den Begri� der trans�niten Cardinalzahl. Es wird die Exi-stenz einer Cardinalzahl nahgewiesen werden, die wir mit �! bezeihnenund welhe sih als die zu allen �� nähstgrössere ausweist; aus ihr gehtin derselben Weise wie �1 aus �0 eine nähstgrössere �!+1 hervor, undso geht es ohne Ende fort.Zu jeder trans�niten Cardinalzahl a giebt es eine nah einheitlihemGesetz aus ihr hervorgehende nähstgrössere; aber auh zu jeder unbe-grenzt aufsteigenden wohlgeordneten Menge fag von trans�niten Cardi-nalzahlen a gibt es eine nähstgrössere, einheitlih daraus hervorgehen-de.105Cantor hat die hier ausgesprohenen Behauptungen jedoh niht bewiesen, daer in der Theorie der Ordinalzahlen über die zweite Zahlklasse niht hinausging.Eine befriedigende Einführung der sukzessiven Alephs war somit ebenfalls eino�enes Problem.Auf die Kardinalzahltheorie folgt in den Beiträgen die Theorie der geordne-ten Mengen und ihrer Ordnungstypen.106 Die Ordinalzahlen werden dann alsOrdnungstypen wohlgeordneter Mengen eingeführt; die Erzeugungsprinzipienspielen keine Rolle mehr. Auh das Hemmungsprinzip wird niht mehr benötigt:die zweite Zahlklasse ist die Menge der Ordnungszahlen abzählbarer wohlgeord-neter Mengen. Cantor zeigt wie shon in den Grundlagen einer allgemeinenMannihfaltigkeitslehre, daÿ deren Mähtigkeit �1 die auf �0 nähstfolgendeMähtigkeit ist. Im Anshluss daran behandelt er die Ordinalzahlarithmetik104Der Äquivalenzsatz sollte besser nahDedekind und Bernstein benannt werden; s. dazuAnm. [19℄ zum Text der Grundzüge, dieser Band, S. 587.105[Ca 1895/1897℄, S. 495�496.106S. dazu ausführliher diesen Band, S. 686.



für die Zahlen der zweiten Zahlklasse und shlieÿt die Beiträge mit einem Pa-ragraphen über die sogenannten "-Zahlen der zweiten Zahlklasse (die kritishenZahlen der Normalfunktion f(�) = !�).107 Cantor hatte noh einen drittenTeil der Beiträge geplant, in dem er den Wohlordnungssatz beweisen wollte108;dieser dritte Teil ist jedoh niht ershienen.Cantors Beiträge zur Begründung der trans�niten Mengenlehre können �obwohl als Zeitshriftenartikel ershienen � mit Fug und Reht als ein erstesLehrbuh der allgemeinen Mengenlehre betrahtet werden. Sie ershlossen die-ses neue Gebiet in systematisher Darstellung ohne Rükgri� auf die reellenZahlen und unabhängig von der Theorie der Punktmengen. Die grundsätzlihenProbleme, die o�en geblieben waren, übten einen besonderen Reiz auf jungeMathematiker aus. Das Ersheinen in den Mathematishen Annalen siherte ei-ne weite Verbreitung. Hinzu kam, daÿ der erste Teil sofort ins Französishe undItalienishe übersetzt wurde; eine komplette französishe Übersetzung ershien1899. 2.2 Erste französishe MonographienIm Jahre 1898 kam in Paris ein sehr ein�uÿreihes Buh heraus, Emile Bo-rels (1871�1956) Leçons sur la théorie des fontions. Es war die überarbei-tete Niedershrift einer Vorlesung an der Éole Normale vom Frühjahr 1897.Nahdem Borel in der Einleitung auf die groÿe Tradition der Theorie derreellen und komplexen Funktionen in Frankreih verwiesen hat (Lehrbüherund Monographien von Hermite, Jordan, Piard, Méray, Demartres,Tannery/Molk), heiÿt es:Mais la leture des Mémoires originaux devient haque jour plus dif-�ile pour elui qui onnaît seulement de la Théorie des fontions les par-ties regardées atuellement omme lassiques; il m'a dès lors semblé qu'onpouvait herher à faire ÷uvre utile en tentant d'exposer, d'une maniè-re élémentaire, ertaines reherhes qui, bien que relativement réentes,prennent haque jour une importane plus onsidérable. De e nombreest la théorie des ensembles: 'est à elle qu'est onsaré et Ouvrage.109In der Tat kann das Buh bis zum gewissen Grade als ein Lehrbuh der Mengen-lehre angesehen werden. Im Kapitel I wird der Begri� der Mähtigkeit erklärt;die abzählbaren Mengen und die Mengen von Kontinuumsmähtigkeit werdenanhand von Beispielen eingehender behandelt. Auf andere Mähtigkeiten gehtBorel niht ein; er shreibt mit Blik auf die Begri�e �abzählbar� und �vonKontinuumsmähtigkeit�:Ces notions nous su�ront pour les appliations que nous avons envue.110107S. diesen Band, S. 214.108S. dazu [F 1999℄, S. 294�296.109[Bo 1898℄, S. VII�VIII.110Ebd., S. 20.



Kapitel II behandelt aus der Mengenlehre die Abzählbarkeit der Menge deralgebraishen Zahlen, ferner Ergebnisse von Hermite und Joseph Liouville(1809�1882) über Transzendenz und diophantishe Approximationen. KapitelIII ist den Punktmengen gewidmet. Behandelt werden perfekte Mengen, insbe-sondere die Konstruktion perfekter nirgends dihter Mengen. Ferner wird unterder Übershrift �Les ensembles mesurables� die für die Entwiklung der Maÿ-und Integrationstheorie äusserst folgenreihe neue Idee präsentiert, anstelle derAdditivität des Inhalts die �-Additivität zu fordern. Die restlihen drei Kapitelbehandeln Anwendungen der bereitgestellten Grundlagen auf die Funktionen-theorie (analytishe Fortsetzung, Theoreme von Mittag-Leffler) und dieTheorie der reellen Funktionen (Konvergenzmengen von Funktionenreihen). InAnhängen (Notes) geht Borel auf weitere mengentheoretishe Themen ein. InNote I wird erstmals ein Beweis für den bei Cantor noh o�en gebliebenenÄquivalenzsatz publiziert. In einer Fuÿnote merkt Borel an, daÿ F. Bern-stein diesen Beweis gefunden und 1897 in Cantors Seminar vorgetragen habe.Cantor habe ihm den Beweis auf dem Internationalen Mathematikerkongreÿin Zürih mitgeteilt und ihm erlaubt, ihn in die Leçons aufzunehmen. Fernerbringt Borel in Note I Cantors Satz, daÿ die Potenzmenge einer Men-ge M eine höhere Mähtigkeit als M hat. Note II bringt zunähst du Bois-Reymonds Theorie der �Unendlih�111 und dann einen nur knapp dreiseitigenAbriÿ der Theorie der trans�niten Ordnungszahlen unter dem Titel �Nombresde M. G. Cantor�.Borel fungierte als Begründer und Herausgeber einer berühmten Serie vonMonographien �Colletion de monographies sur la théorie des fontions�, welhees bis 1930 auf 34 Titel brahte. Seine Leçons wurden als der erste Band der�Colletion� gezählt. 1905 ershien in dieser Serie ein weiterer Titel von Bo-rel: Leçons sur les fontions de variables réelles et les développements en sériesde polynomes ([Bo 1905℄), welher auh ein kurzes Kapitel �Notions généralessur les ensembles� enthielt. Hier waren auh einige seit 1898 erzielte neuereErgebnisse, z. B. über Mengen erster Kategorie, eingearbeitet. Den entshei-denden Beitrag zur Verbreitung der Mengenlehre in Frankreih hatten aber dieLeçons von 1898 geleistet. In der Rezension von [Bo 1905℄ im Jahrbuh überdie Fortshritte der Mathematik heiÿt es:In dem ersten Kapitel kommt Borel auf die Mengenlehre zurük, de-ren Einführung in Frankreih durh seine �Leçons sur la théorie des fon-tions � vom Jahre 1898 so sehr gefördert worden ist; [. . . ℄112Die Cantorshe Theorie der Ordnungszahlen, die Borel nur sehr kurz ge-streift hatte, war für René Baire (1874�1932) und seine Klassi�kation derFunktionen von gröÿter Bedeutung. In Baires Leçons sur les fontions dis-ontinues ([B 1905℄), welhe auh in der Borelshen �Colletion� ershienen,wurde dieser Teil der Mengenlehre im Kapitel II �Les ensembles bien ordonnés111S. diesen Band, S. 685.112Jahrbuh über die Fortshritte der Mathematik, Band 36 (1905), S. 436. Autor dieserBesprehung war E. Staekel.



et les nombres trans�nis� eingehend behandelt, gefolgt von einem Kapitel überlineare Punktmengen. Auh diese Monographie wurde später als wihtige Quel-le zur Mengenlehre zitiert.In Borels Leçons von 1898 deutet sih shon eine Tendenz an, die in derFolgezeit für die französishe Shule der Theorie der reellen Funktionen und derMaÿtheorie um Borel, Baire und Henri Lebesgue (1875�1941) harakte-ristish war: Breite Nutzung und shöpferishe Weiterentwiklung der Punkt-mengentheorie (was die Verwendung der Zahlen der zweiten Zahlklasse und dieUntersheidung in abzählbare Mengen und Mengen von Kontinuumsmähtig-keit einshloÿ) bei gleihzeitiger Ablehnung von Cantors allgemeiner Theoriebeliebiger Mengen von beliebiger Mähtigkeit.1132.3 Die Göttinger Shule. Shoen�ies' erster BerihtIn Deutshland hatte ab Mitte der neunziger Jahre Göttingen (mit FelixKlein (1849�1925),D. Hilbert und (ab 1902) Hermann Minkowski (1864�1909)) Berlin als führendes mathematishes Zentrum abgelöst. Für die Rezepti-on der Cantorshen Ideen zur allgemeinen Mengenlehre und für deren Weiter-entwiklung war ausshlaggebend, daÿ die Göttinger Mathematiker Cantorhoh shätzten, die groÿe Bedeutung seiner Shöpfungen früh erkannten undjunge Mathematiker ermutigten, auf dem Gebiet der Mengenlehre zu arbeiten.Fraenkel hat 1930 � wie bereits erwähnt � von einer �kühnen Tat� der Redak-tion der Mathematishen Annalen gesprohen, den Teil V von Cantors Überunendlihe lineare Punktmannihfaltigkeiten abzudruken. In Wahrheit war esF. Klein allein, der diese kühne Tat vollbrahte.114 Auh in Kleins Lieb-lingsprojekt, der Enyklopädie der Mathematishen Wissenshaften mit Ein-shluss ihrer Anwendungen fand im Band I ein Artikel über Mengenlehre vonA. Shoenflies Platz.115H. Minkowski hat zwar nie über Mengenlehre gearbeitet, er gehörte jedohfrüh zu Cantors Verehrern. 1895 shrieb er in einem Brief an Hilbert:Das Aktual-Unendlihe ist ein Wort, das ih aus einem Aufsatz vonCantor habe, und ih habe in meinem Vortrage auh grösstentheils Sätzevon Cantor gebraht, die allgemeines Interesse fanden; nur wollten eini-ge niht reht daran glauben. [. . . ℄ Bei dieser Gelegenheit habe ih vonNeuem wahrgenommen, daÿ Cantor doh einer der geistvollsten lebendenMathematiker ist.116In seinem Nahruf auf Minkowski hebt Hilbert dieses Urteil besonders her-vor und fährt dann fort:113Zu den französishen �Halbintuitionisten� Baire, Borel und Lebesgue s. [Mo 1982℄,S. 92�103.114Dies geht aus den Briefen Cantors an Klein hervor ([PuI 1987℄, DokumentenanhangNr. 3, 9, 10�12).115[Sh 1898℄. Dieser ist allerdings nur 24 Seiten lang und enthält leider neben histori-shen Fehlern (z. B. wird behauptet, Cantor habe shon 1873 die Äquivalenz von Kontinuavershiedener Dimension bewiesen) auh fahlihe Unzulänglihkeiten (im Absatz 5 �Die Ord-nungstypen�).116[Min 1973℄, S. 68.



Der Umstand, daÿ ein Mann wie Minkowski, der das exakte Shlieÿenin der Mathematik gewissermaÿen verkörperte und dessen Sinn für ehteZahlentheorie über allem Zweifel war, so urteilte, ist der Verbreitung derCantorshen Theorie [. . . ℄ sehr zustatten gekommen.117Mögliherweise spielt Hilbert hier auf A. Hurwitz' Vortrag auf dem 1. Inter-nationalen Mathematikerkongreÿ in Zürih an, der � wie bereits erwähnt � fürCantors Ideen eine erste ö�entlihe Anerkennung vor groÿem internationalemPublikum bedeutete.118 Minkowski und Hurwitz waren damals Kollegen ander ETH Zürih und es ist gut möglih, daÿ Minkowskis Begeisterung fürCantors Ideen niht ohne Ein�uÿ auf Hurwitz war.Hilbert selbst hat in seinem Vortrag Mathematishe Probleme auf dem 2.Internationalen Mathematikerkongreÿ in Paris im August 1900 die o�enen Fra-gen der Mengenlehre an die Spitze seiner Problemliste gerükt. Unter ProblemNr.1 nennt er Cantors Kontinuumhypothese als einen Satz, dessen Beweistrotz eifrigster Bemühungen bisher niht gelungen sei; ferner wünsht er einenBeweis für die Möglihkeit, das Kontinuum der reellen Zahlen wohlzuordnen.Unter Nr.2 verlangt Hilbert zunähst einen Beweis für die Widerspruhs-freiheit der arithmetishen Axiome. Aber er geht hier noh wesentlih weiter.Nahdem er seine wohlbekannte Au�assung von der Existenz mathematisherGegenstände erläutert hat, heiÿt es:Der Begri� des Continuums oder auh der Begri� des Systems allerFuntionen existirt dann in genau demselben Sinne wie etwa das Systemder ganzen rationalen Zahlen oder auh wie die höheren CantorshenZahlklassen und Mähtigkeiten. Denn ih bin überzeugt, daÿ auh dieExistenz der letzteren in dem von mir bezeihneten Sinne ebenso wie diedes Continuums wird erwiesen werden können � im Gegensatz zu demSystem aller Mähtigkeiten überhaupt oder auh aller CantorshenAlephs, für welhes, wie sih zeigen läÿt, ein widerspruhloses System vonAxiomen in meinem Sinne niht aufgestellt werden kann und welhes da-her nah meiner Bezeihnungsweise ein mathematish niht existirenderBegri� ist.119Diese Passage ist in zweifaher Hinsiht besonders bemerkenswert. Zum einenwurde hier die Überzeugung ausgesprohen, daÿ ein widerspruhsfreies Axio-mensystem der Mengenlehre möglih sein müÿte und damit implizit die Au�or-derung, ein solhes Axiomensystem aufzustellen. Zum anderen wurde hier voreiner groÿen Ö�entlihkeit klar zum Ausdruk gebraht, daÿ Begri�e wie �Men-ge aller Mähtigkeiten� oder �Menge aller Alephs� (und damit auh �Menge al-ler Ordinalzahlen�) widersprühlih sind und folglih als mathematishe Begri�eim Hilbertshen Sinne niht existieren. Ein Axiomensystem der Mengenlehremuÿte also den Weg zu diesen antinomishen �Mengenbildungen� abshnei-den.120117[Hi 1909/1910℄, S. 467.118Zu Hurwitz' Vortrag s. diesen Band, S. 682.119[Hi 1900℄, S. 266.120Cantor selbst bemerkte bei der Ausarbeitung seiner allgemeinen Theorie, spätestens



An einen Göttinger Mathematiker, nämlih an A. Shoenflies, hatte dieDeutshe Mathematikervereinigung auh den Auftrag erteilt, einen Berihtüber �Curven- und Punktmannigfaltigkeiten� zu erstatten.121 Teil I des Be-rihts ershien 1900 im Jahresberiht der DMV.122 Der Shoenfliesshe Be-riht war die bis zu diesem Zeitpunkt umfassendste Darstellung der Mengen-lehre und ihrer Anwendungen. Er gliedert sih in drei Abshnitte: I. AllgemeineTheorie der unendlihen Mengen, II. Theorie der Punktmengen, III. Anwen-dung auf Funktionen reeller Variablen. Im Vorwort spriht Shoenflies selbstdavon, daÿ der Beriht in den ersten beiden Abshnitten �mehr die Form ei-nes Lehrbuhs angenommen� habe. Das ist in der Tat der Fall; allerdings gehtShoenflies kaum über das hinaus, was man auh shon bei Cantor �ndenkonnte. Die grundlegenden Begri�sbildungen (Menge, Kardinalzahl, Ordnungs-typus, Ordnungszahl) werden unverändert von Cantor übernommen. Neu istim ersten Abshnitt über allgemeine Mengenlehre im Vergleih zu [Ca 1895/97℄die Unendlihkeitsde�nition von Dedekind und der Beweis des Dedekind-Bernsteinshen Äquivalenzsatzes. Bezüglih der höheren Zahlklassen bleibtShoenflies vage. Nahdem er die Bildung der ersten drei Zahlklassen erläu-tert hat, shreibt er:So kann man fortfahren; es erwähst so der Ausblik auf eine wohl-geordnete Menge der Gröÿe nah geordneter Mähtigkeiten(A) �0; �1; �2; : : :�!; �!+1; : : : ;und zwar ist jede als einer Zahlklasse zugehörig zu betrahten, die dieGesamtheit aller Ordnungstypen darstellt, die einer Menge der vorherge-henden Mähtigkeit entsprehen. Cantor hat dafür auh den Ausdrukbenutzt, daÿ die Ordnungstypen jeder Zahlklasse abzählbar werden durhdie Ordnungszahlen der nähstfolgenden Klasse. Doh ist man hier überdiese allgemeinen De�nitionen und Formulirungen niht hinausgekom-men. Nur ist zu bemerken, daÿ die obige Reihe aller � der shon frühererwähnten Reihe W ähnlih ist, die die Menge aller der Gröÿe nah ge-ordneten Ordnungszahlen darstellt.123Aus diesem Zitat ist auh ersihtlih, daÿ Shoenflies � ganz im Gegensatzzu Hilbert � das Problem der Antinomien niht erkannt hatte: Er spriht vonder wohlgeordneten Menge der Alephs und von der Menge W aller Ordnungs-1883, daÿ die �Menge� aller Kardinalzahlen oder die aller Ordinalzahlen keine trans�ni-ten Mengen in seinem Sinne sind; s. dazu [Pu 1986℄. In Briefen vom 26.9. und 2.10.1897hatte Cantor Hilbert die Antinomie aller Alephs erläutert und versuht, ihm seine Un-tersheidung zwishen trans�niten Mengen, die Gegenstand der Mathematik sind, und dem�absoluten Unendlih�, welhes eine mathematishe Erfassung niht erlaubt, nahezubringen.Ob Cantor zu diesem Zeitpunkt die Arbeit von Burali-Forti [Bu 1897℄ shon kannte, istumstritten.121Shoenflies spriht im September 1900 davon, daÿ dieser Auftrag �vor einigen Jahren�an ihn ergangen sei. Er war ab 1899 Ordinarius in Königsberg.122[Sh 1900℄.123[Sh 1900℄, S. 49.



zahlen.124 Im zweiten Abshnitt bringt Shoenflies zunähst die Punktmen-gentheorie des Rn , so wie sie Cantor bereits entwikelt hatte.125 An Neuemkommen die Konstruktion nirgendsdihter perfekter Mengen im R2 und R3 ,die Inhaltstheorie von Peano und Jordan sowie die von Baire eingeführtenBegri�e der Mengen erster und zweiter Kategorie hinzu. Die Erweiterung desInhaltsbegri�s auf �-additive Maÿe durh Borel wird kurz erwähnt, ohne daÿderen grundsätzlihe Bedeutung erkannt wird.Im dritten Abshnitt, der vom Umfang her mehr als die Hälfte des Berihtsausmaht, konzentriert sih Shoenflies auf diejenigen Ergebnisse der Theo-rie der reellen Funktionen, für welhe die Punktmengentheorie von ausshlag-gebender Bedeutung war. Es ist ihm hier gelungen, die Resultate einshlä-giger Forshungen zahlreiher Mathematiker � erwähnt seien G. Asoli, C.Arzela, R. Baire, P. du Bois-Reymond, E. Borel, T. Brodén, G.Darboux, U. Dini, H. Hankel, A. Harnak, D. Hilbert, O. Hölder,C. Jordan, A. Koepke, H. Lebesgue, G. Peano, A. Pringsheim, B.Riemann, L. Sheeffer, H.A. Shwarz, St. Smith, J. Thomae, Ch.da la Vallée-Poussin, V. Volterra, K. Weierstrass � in der Formeines Ergebnisberihts zusammenfassend darzustellen. Sein Beriht wurde imJahrbuh über die Fortshritte der Mathematik ausführlih besprohen und hatohne Zweifel viel zur Verbreitung und Popularisierung der Mengenlehre beige-tragen. Leider enthielt er eine Reihe von Fehlern, die Shoenflies im zweitenTeil126 berihtigt hat; einige dieser Fehler führten zu einem sehr unerquikli-hen ö�entlihen Streit zwishen Shoenflies und William Henry Young(1863�1942). Hausdorff hat den Shoenfliesshen Beriht niht besondersgeshätzt, wie man aus einem Brief an Hilbert127 sieht.2.4 Hausdor� über Russells The Priniples of MathematisMit Bertrand Russells (1872�1970) 1903 ershienenem Buh The Prin-iples of Mathematis und mit Gottlob Freges (1848�1925) shokierterReaktion auf die ihm vorab mitgeteilte Russellshe Antinomie128 rükten dieAntinomien der Mengenlehre nahdrüklih in das ö�entlihe Bewuÿtsein. DaRussells Antinomie � the ontradition, wie er sagte � auf rein logishen Be-gri�en beruhte, sah er die Notwendigkeit einer grundlegenden Reform der Lo-124Es ist eine weitverbreitete Meinung, daÿ C. Burali-Forti 1897 erstmals eine mengen-theoretishe Antinomie, nämlih die Antinomie der �Menge aller Ordnungszahlen� publizierthabe. Das tri�t jedoh so niht zu; s. [MoGa 1981℄. Burali-Forti zeigte in [Bu 1897℄, daÿdie Trihotomie für eine gewisse Klasse von Ordnungstypen, welhe er fälshliherweise fürOrdnungszahlen hielt, niht zutri�t. Seine Beweiskette wurde erst nahträglih von Russellin The Priniples of Mathematis ([Rus 1903℄) zu einer Antinomie uminterpretiert und dannals solhe bekannt und Burali-Forti zugeshrieben. Burali-Fortis Arbeit selbst ist 5 Jahrelang überhaupt niht beahtet worden; auh Shoenflies erwähnt sie niht.125S. diesen Band, S. 678�681.126[Sh 1908a℄.127S. S. 49 dieser Einführung.128In [Frege 1903℄. Zermelo hatte die Russellshe Antinomie bereits vor Russell ent-dekt, ohne sie aber einer gesonderten Publikation für wert zu halten; s. dazu [RTho 1981℄.Man sollte deshalb besser von Zermelo-Russellsher Antinomie sprehen.



gik, um dann in einem geplanten und 1903 bereits angekündigten Band II derPriniples die gesamte Mathematik darauf zu gründen. Einen Band II der Prin-iples hat Russell jedoh niht geshrieben, und dieses Vorhaben wurde erst1910�1913 mit den dreibändigen Prinipia Mathematia von Alfred NorthWhitehead (1861�1947) und Russell in Angri� genommen.129 Es ist hierniht der Ort, die groÿe historishe Bedeutung der Prinipia Mathematia zuwürdigen130, zumal sie Hausdorffs Grundzüge niht beein�uÿten und beideWerke ein völlig vershiedenes Anliegen verfolgten und eine ganz vershiedeneRezeptionsgeshihte hatten. Es geht uns im folgenden nur um HausdorffsReaktion auf Russells Priniples of Mathematis. Diese waren der Versuh ei-ner Philosophie der Mathematik vom logizistishen Standpunkt aus; RussellsZiel war the proof that all pure mathematis deals exlusively with oneptsde�nable in terms of a very small number of fundamental logial onepts,and that all its propositions are deduible from a very small number offundamental logial priniples, [. . . ℄131Den weit gespannten Bogen ersieht man bereits aus einer Aufzählung der Über-shriften der einzelnen Teile: I. The Inde�nables of Mathematis, II. Number,III. Quantity, IV. Order, V. In�nity and Continuity, VI. Spae, VII. Matterand Motion. In diesem Rahmen ist auh die Mengenlehre ausführlih behan-delt, wobei es niht Russells Anliegen war, eine lehrbuhmäÿige Darstellungzu geben.Hausdorff hat sih mit den Priniples of Mathematis sehr eingehend aus-einandergesetzt und in derVierteljahresshrift für wissenshaftlihe Philosophieund Soiologie eine Besprehung verö�entliht.132 Im Nahlaÿ �nden sih mehrals 50 Seiten Anmerkungen, teils sehr kritisher Natur, zu den einzelnen Pa-ragraphen in Russells Buh.133 Hausdor�s Kritik geht hauptsählih in zweiRihtungen: 1) So anerkennenswert der formale Standpunkt bei Russell sei,die Mathematik aus Axiomen zu deduzieren und gewisse Grundbegri�e dabeials �unde�nable� zu kennzeihnen, so zerstöre er dies wieder, indem eruns zwingen will, die Charaktere des Fundamentalen und des Ab-geleiteten in bestimmter Weise zu verteilen, und uns in rein de�nitori-shen Angelegenheiten vor tiefsinnige und haarspalterishe Entsheidun-gen stellt.1342) habe Russell ein kontradiktorishes Element in Logik und Mathematikhineingezogen, indem er etwa die Kardinalzahl einer Menge de�niert als dieKlasse aller mit ihr äquivalenten Mengen. Hausdorff bemerkt dazu durhauszutre�end:129[WhRus 1910�1913℄.130S. etwa [Q 1941℄, [G 1944℄, [Put 1967℄, [Ro 1991℄ und [F 1999℄.131[Rus 1903℄, S. V.132[H 1905℄. Ein vollständiger Abdruk mit Kommentar �ndet sih in Band I dieser Edition.133NL Hausdorff: Kapsel 49: Fasz.1068.134[H 1905℄, S.121.



Hier haben wir wieder den unvollziehbaren Begri� �aller� Mengen,und an der Spitze der Arithmetik stünde als Urwiderspruh die Zahl Einsin ihrer kontradiktorishen Gestalt als Klasse aller Einzeldinge. Von derDe�nition des Ordnungstypus als Klasse allermit einer gegebenen Mengeähnliher Mengen ist natürlih das Gleihe zu sagen. Gerade die Existenzjenes Widerspruhes legt der Logik und Mathematik die P�iht auf, die(endlihen und unendlihen) Mengen, innerhalb deren sie operiert, aufwiderspruhsfreie De�nition zu prüfen; solhe Klassen wie die Menge allernatürlihen Zahlen, die Menge aller Punkte des Raumes, die Menge allerFunktionen sheinen keine Bedenken darzubieten, während die Mengealler unendlihen Kardinal- oder Ordinalzahlen, oder in der Logik jeneuferlosen Negationen, wie Nihtmensh, nihtgrün, zu den unzulässigenKlassenbegri�en gehören.135Die Aufgabe, die Grundlagenshwierigkeiten zu überwinden, hat Hausdorffhier klar bezeihnet � er nimmt die Antinomien durhaus ernst. Allerdingshat er die Rolle der Logik dabei und die tatsählihen Shwierigkeiten wohlzeitlebens untershätzt.So verdienstvoll gerade in Bezug auf die Rolle der LogikRussells Ansatz warund so wihtig sih die Priniples für die Auseinandersetzung um die Antinomi-en erwiesen haben: Russell selbst hatte 1903 über die Antinomie der �Mengealler Ordnungszahlen� keineswegs so klare Vorstellungen wie etwa Cantor,Hilbert, Hausdorff oder Zermelo. NahdemRussell Burali-Fortis Ar-gumente analysiert hat, heiÿt es in den Priniples:But there is another premiss in M. Burali-Forti's argument, whihappears to me more apable of denial, and that is, that the series of allordinal numbers is well-ordered. This does not follow from the fat thatall its segments are well-ordered, and must, I think, be rejeted, sine,so far as I know, it is inapable of proof. In this way, it would seem, theontradition in question an be avoided.136Die Grundlagendebatte bekam 1904 neue Impulse � zum einen durh die be-reits geshilderten Ereignisse auf dem Internationalen Mathematikerkongress inHeidelberg, zum anderen durh den wenige Wohen später von Zermelo publi-zierten ersten Beweis des Wohlordnungssatzes.137 Im Mittelpunkt der Ausein-andersetzungen stand der Nerv des Zermeloshen Beweises, die Verwendungdes Auswahlaxioms. Es kann in diesem Zusammenhang auf [Mo 1982℄ verwie-sen werden. Dort wird zunähst die implizite Verwendung des Auswahlaxiomsvor Zermelo behandelt und sehr ausführlih auf die Debatten um ZermelosBeweis und auf die weitere Entwiklung bis etwa 1940 eingegangen.2.5 Die Büher von Hessenberg, Young, Hobson und ShegalkinPhilosophishen Interessen seines Autors, insbesondere auh an Grundla-genfragen der Mathematik, verdankt ein hervorragendes Lehrbuh der Men-135Ebd., S. 123�124.136[Rus 1903℄, S. 323.137[Z 1904℄.



genlehre seine Entstehung, Gerhard Hessenbergs (1874�1925) Grundbe-gri�e der Mengenlehre.138 Hessenberg, Geometer und zur Zeit der Abfas-sung der Grundbegri�e Dozent an der Militärtehnishen Akademie in Berlin-Charlottenburg, hatte 1904 mit Karl Kaiser und Leonard Nelson dieZeitshrift Abhandlungen der Friesshen Shule ins Leben gerufen, deren Zieles war, die Philosophie von Jaob Friedrih Fries (1773�1843) zu popu-larisieren und weiterzuentwikeln und insbesondere zu zeigen, daÿ Fries undseine Shüler die rehtmäÿigen Erben und Fortsetzer der kritishen PhilosophieKants seien.Im ersten Heft der Abhandlungen der Friesshen Shule 139 hatte Hessenbergeinen Aufsatz Das Unendlihe in der Mathematik verö�entliht, der einem ge-bildeten Publikum zeigen sollte, wie die Begri�e des unendlih Groÿen und desunendlih Kleinen in der Analysis und in der Geometrie korrekt benutzt wer-den und daÿ diese Begri�e frei von jeder Mystik sind. Auf einer Postkarte anNelson shreibt Hessenberg über diesen Aufsatz:Das Niveau der Arbeit ist niht à la Harden, ho�entlih niht zu hohfür Euh Allesbequatsher und Nihtsversteher von Philosophen. 140Aus weiteren Briefen Hessenbergs an Nelson geht hervor, daÿ die Herausge-ber der Abhandlungen der Friesshen Shule sehr bald an einem emp�ndlihenMangel an Artikeln litten; am 26 Juni 1905 shrieb Hessenberg an Nelson:Denn daÿ man auf Kommando keine anständige Arbeit shreibenkann, ist klar. Ih denke aber immerhin, ein Referat über Mengenlehrewerde ih liefern können.141Im Hinblik auf Ziel und Leserkreis der Zeitshrift hat sih Hessenberg aufdie allgemeine Mengenlehre konzentriert und insbesondere auh die damaligenGrundlagendebatten einbezogen, während er die Punktmengentheorie und ihrezahlreihen Anwendungen in vershiedenen Gebieten der Mathematik auÿeraht lieÿ.In einem ersten Teil �Die Grundbegri�e der Teilung, Vergleihung und Ord-nung� führt Hessenberg diese Begri�e abstrakt durh Postulate ein. ZumBeispiel soll die Beziehung �A ist ein Teil von B� , welher konkreten Art dieseBeziehung auh sei, den folgenden Postulaten genügen:I. Ist A Teil von B, B Teil von C, so ist A Teil von C.II. Ist A ehter Teil von B, so ist B kein Teil von A.III. Ist A mit B identish, so ist B kein ehter Teil von A.Die Postulate der Vergleihung sind genau die Forderungen an eine Äquivalenz-relation. Den Begri� der Ordnung will Hessenberg nur für Bereihe einfüh-ren, in denen eine Äquivalenzrelation, bezeihnet mit ���, existiert. Dann istbei Hessenberg eine Ordnung durh die Forderungen de�niert, die man heute138[He 1906℄.139Abhandlungen der Friesshen Shule. Neue Folge. Bd. I, Heft 1 (1904).140Nahlass Nelson. Friedrih-Ebert-Stiftung Bonn, Sign. 1/LNAA 000 270.141Ebd.



an eine Halbordnung stellt, bei zusätzliher Gültigkeit des Trihotomieaxioms:Entweder ist A < B oder B < A oder A � B.Hessenberg ist sih der Problematik des Cantorshen Mengenbegri�eswohl bewuÿt, und er sieht auh den Ausweg, ohne ihn selbst zu beshreiten.Teil II �Äquivalenz, Teilmenge und Mähtigkeit� beginnt mit der Bemerkung:Den Begri� der Menge in völlig einwandfreier Weise zu de�nieren istbisher niht gelungen. Wahrsheinlih darf auh hier eine De�nition nihtverlangt werden, sondern nur ein Axiomensystem. Aber selbst das fehltbis jetzt noh.142Hessenberg de�niert in übliher Weise, wann zwei Mengen �äquivalent� oder�von gleiher Mähtigkeit� sind. Im Teil II kommt er auh mit dieser De�ni-tion aus, im weiteren jedoh spriht er von Mähtigkeiten und führt für sieBezeihnungen ein wie �0; �; �n; �! usw., ohne daÿ der Begri� �Mähtigkeit�de�niert wird. Es lag hier in der Tat eine prinzipielle Shwierigkeit vor, dieauh Hausdorff in den Grundzügen niht überwinden konnte.143Bei der De�nition von �unendlih� umgeht Hessenberg in Anlehnung anDedekind den Rükgri� auf die natürlihen Zahlen und nennt eine Menge�trans�nit�, wenn sie mit einer ihrer ehten Teilmengen äquivalent ist. Es fol-gen dann Sätze über abzählbare Mengen und vershiedene Beispiele solherMengen, der Dedekind-Bernsteinshe Äquivalenzsatz und der Satz, daÿ eszu jeder MengeM eine MengeM von höherer Mähtigkeit als der von M gibt.Hierfür gibt Hessenberg neben dem Cantorshen einen weiteren davon we-sentlih vershiedenen Beweis.Hessenbergs eigene originelle Beiträge zur Mengenlehre �nden sih in denTeilen III und IV. Teil III unter dem Titel �Ähnlihkeit, Abshnitt und Ord-nungstypus� beginnt mit dem Begri� der Ordnung und der De�nition der Ähn-lihkeit zweier geordneter Mengen. Bei der Einführung des Begri�s des Ord-nungstypus ( und damit auh der Ordungszahl) bietet sih dieselbe Shwierig-keit dar wie beim Kardinalzahlbegri�.Den Begri� der Wohlordnung de�nierte Hessenberg in der heute üblihenWeise. Cantors ursprünglihe De�nition war komplizierter. Die Eigenshaf-ten wohlgeordneter Mengen deduzierte Hessenberg aus dem ZermeloshenLemma, welhes hier mit Zermelos Erlaubnis erstmalig publiziert wurde, undaus dem Prinzip der trans�niten Induktion. Des antinomishen Charakters der�Menge aller Ordnungszahlen� war sih Hessenberg stets bewuÿt; er beginntdie Paragraphen über Ordnungszahlen mit folgenden Worten:Wir wenden uns nun zur Betrahtung der Ordnungszahlen und wer-den dabei unsere Sätze stets so formulieren, daÿ wir niht von der Mengealler Ordnungszahlen sprehen. Diese Menge enthält nämlih, wie wirspäter sehen werden, einen unaufgeklärten Widerspruh.144142[He 1906℄, S. 501.143S. diesen Band, S. 634 �.144[He 1906℄, S. 550.



Aus den allgemeinen Sätzen über wohlgeordnete Mengen folgt zunähst, daÿzwei Ordnungszahlen der Gröÿe nah stets vergleihbar sind. Grundlage desWeiteren sind die folgenden beiden Theoreme: I. Jede Menge von Ordnungs-zahlen ist, wenn man sie der Gröÿe nah ordnet, wohlgeordnet. II. Zu jederMenge M von Ordnungszahlen gibt es eine Ordnungszahl, welhe gröÿer ist alsalle Zahlen von M und welhe auf die Zahlen von M unmittelbar folgt. Nungeht Hessenberg zur Einführung der Aleph-Reihe über:Wir betrahten jetzt die Mähtigkeiten wohlgeordneter Mengen, wo-bei wir es wiederum vermeiden, von der Menge aller dieser Mähtigkeitenzu sprehen.145Hessenberg betritt hier Neuland; in der Einleitung weist er darauf besondershin mit der Bemerkung, daÿ sowohl Cantor als auh Shoenflies über diezweite Zahlklasse im wesentlihen niht hinausgekommen sind.Die Mähtigkeiten wohlgeordneter Mengen nennt Hessenberg � Cantorfolgend � Alephs. Die Einführung der Aleph-Sequenz beruht auf den folgendenSätzen, deren Grundlage die obigen Theoreme I und II für Ordnungszahlensind: 1. Jede Menge von Alephs ist, der Gröÿe nah geordnet, wohlgeordnet. 2.Zu jeder MengeM von Alephs gibt es ein niht in ihr enthaltenes Aleph, welhesdas auf die Gesamtheit aller Elemente vonM nähstfolgende Aleph ist. Mit derAleph-Sequenz hat Hessenberg auh die Zahlklassen und die Anfangszahlen,deren fundamentale Bedeutung sih in den weiteren Betrahtungen zeigt.Zunähst bleibt bei Hessenberg o�en, ob alle Mähtigkeiten Alephs sind.Erst ganz am Ende seines Werkes behandelt er den Zermeloshen Beweis desWohlordnungssatzes.146 Im Anshluÿ daran heiÿt es:Wenn das Auswahlpostulat zugegeben wird [. . . ℄, so läÿt sih derWohlordnungssatz dahin aussprehen, daÿ jede Menge wohlgeordnet wer-den kann. Die Konsequenzen dieses Satzes sind dann auÿerordentlihweittragende: jede Mähtigkeit ist ein Alef, es sind daher alle Mähtig-keiten komparabel, [. . . ℄147Am Shluÿ von Teil III hat Hessenberg unabhängig von Hausdorff148 denfür die Theorie der geordneten Mengen grundlegenden Begri� der Kon�nalitäteingeführt, allerdings niht in der Allgemeinheit wie Hausdorff in [H 1906 b℄und mit einer Terminologie, die sih niht durhgesetzt hat. Ist A eine Men-ge von Ordnungszahlen, M � A, und A(M) = fx 2 A;x < m für ein m 2M oder x 2 Mg (bei Hausdor� wäre dies AM + jM j), so nennt Hessenberg145Ebd., S. 552.146Auh Hausdorff hat in den Grundzügen den Wohlordnungssatz an das Ende der Be-trahtungen über wohlgeordnete Mengen gerükt und muÿte folglih zunähst Mähtigkeitenund Alephs untersheiden. In seiner Mengenlehre von 1927 steht der Wohlordnungssatz ander Spitze.147[He 1906℄, S. 703.148Hausdor�s Untersuhungen über Ordnungstypen I, II, III ([H 1906b℄) wurden auf derSitzung der Königlih-Sähsishen Gesellshaft der Wissenshaften zu Leipzig vom 26. 2.1906 vorgelegt und am 20. 5. 1906 für drukreif erklärt. Aus Hessenbergs Briefen an L.Nelson geht hervor, daÿ er im Mai 1906 die Fahnenkorrekturen seines Werkes gelesen hat.



M einen Kern von A(M). Es ist dann A(M) mit M kon�nal in der Haus-dorffshen Terminologie. Unter den Ordnungstypen aller möglihen Kernevon A(M) gibt es einen kleinsten; dieser ist eine (reguläre) Anfangszahl undwurde später als Kon�nalität von A(M) bezeihnet.Teil IV �Der mengentheoretishe Kalkul� bringt zunähst die De�nitionender Rehenoperationen für Kardinal- und Ordinalzahlen und die Herleitungder entsprehenden Rehenregeln. Auf S. 575 �ndet sih der Satz über dieDivision mit Rest für Ordinalzahlen, ein Satz, den auh Hausdorff in [H1906b℄ herleitet. Hausdorff entwikelte daraus die �Kettenbruhentwiklung�für beliebige Paare von Ordinalzahlen (Euklidisher Algorithmus).Als Hauptzahlen bezeihnet Hessenberg Zahlen, die allen ihren Restengleih sind; Beispiele sind die Anfangszahlen. Die Reihe der trans�niten Haupt-zahlen beginnt mit !; !2; !3; : : :; allgemein ist die �-te Hauptzahl gerade !�.Hessenberg zeigt dann, daÿ sih jede trans�nite Ordinalzahl � eindeutig inder Form � = !�0r0 + !�1r1 + � � �+ !�mrmmit �0 > �1 > � � � > �m und ri 2 N darstellen läÿt. Er nennt dies dieCantorshe Normalform, weil Cantor 1897 für die Zahlen der zweiten Zahl-klasse eine solhe Darstellung angegeben hatte. Die Cantorshe Normalformist für Hessenberg die Grundlage für die Einführung zweier neuer Opera-tionen mit Ordnungszahlen, der �natürlihen Summe� und des �natürlihenProdukts� zweier trans�niter Zahlen. Diese Operationen hat man später alsHessenbergshe Summe und Hessenbergshes Produkt bezeihnet. Mittelsder natürlihen Summe gelangt Hessenberg zu einem Satz über Summen undProdukte von Alephs, der zu den bedeutendsten neuen Resultaten seines Bu-hes zählt: Ist �� � ��; so gilt �� + �� = �� � �� = ��;insbesondere ist n�� = �n� = �� für jede natürlihe Zahl n. Zu diesem Satzbemerkt Hessenberg:In jüngster Zeit hat mir Herr Zermelo einen Beweis mitgeteilt, dervon dem hier gegebenen wesentlih vershieden ist und demnähst ananderer Stelle ersheinen wird.149Die Betrahtungen über Æ-, "- und �-Zahlen bei Hessenberg laufen daraufhinaus, die kritishen Zahlen gewisser Normalfunktionen zu �nden. Stetigemonotone Funktionen f(�), deren Argumente und Funktionswerte Ordinalzah-len sind, betrahtete als erster Oswald Veblen (1880�1960).150 Hausdorffnannte solhe Funktionen Normalfunktionen und entwikelte in den Grundzü-gen eine systematishe Theorie ihrer kritishen Zahlen (das sind Zahlen � mit� = f(�)). Hessenbergs Æ-Zahlen sind die kritishen Zahlen von f(�) = 2�,seine "-Zahlen sind die kritishen Zahlen von f(�) = !� und die �-Zahlenshlieÿlih die von f(�) = !�; !� die �-te Anfangszahl.149[He 1906℄, S. 595.150S. diesen Band, S. 214.



In den Teilen V und VI (�Prinzipielle Fragen. Erste Reihe� und �Prinzipi-elle Fragen. Zweite Reihe�) widmet sih Hessenberg vor allem den strittigenGrundlagenfragen der Mengenlehre. Er diskutiert insbesondere vershiedeneVersionen des Auswahlaxioms und Zermelos Beweis des Wohlordnungssat-zes, ohne sih im Streit um diesen Beweis festzulegen.151 Der Weg aus denShwierigkeiten ist für Hessenberg klar vorgezeihnet: Man muÿ die Prinzipi-en der Mengenbildung, insbesondere im Hinblik auf Komprehension, Potenz-und Belegungsmengenbildung sowie Auswahlprinzipien axiomatish festlegen.Für die natürlihen Zahlen gibt Hessenberg einen axiomatishen Aufbau. Fürdie allgemeine Mengenlehre hat er dies niht versuht.152Die Hessenbergshen Grundbegri�e der Mengenlehre hätten zu ihrer Zeitein ganz ausgezeihnetes Lehrbuh der allgemeinen Mengenlehre sein können.Ihr Abdruk in einer philosophishen Zeitshrift trug allerdings niht gerade zueiner weiten Verbreitung bei. Zwar hatte der Verlag Vandenhoek & Ruprehtauh eine gesondert gebundene Version als �Sonderdruk aus den Abhandlun-gen der Friesshen Shule� herausgegeben, jedoh o�enbar jede Werbung dafürunterlassen und es sogar versäumt, ein Exemplar an den Jahresberiht der DMVzu shiken. Jedenfalls beshwerte sih Hessenberg mehrfah in Briefen an L.Nelson über dieses Verhalten des Verlages.153 Die Kenner des Gebietes shätz-ten o�enbarHessenbergs Werk. Nah der Rükreise von der Jahrestagung derDMV in Dresden shrieb er am 20. 9. 1907 an Nelson:Ih bin gestern Abend von Dresden zurük, wo man mir vielerleianerkennendes über m. Mengenlehre gesagt hat.154Die Grundbegri�e der Mengenlehre wurden allerdings im Jahresberiht derDMV nie besprohen; sie wurden niht einmal unter den Rubriken �Büher-shau� und �Bei der Redaktion eingegangene Shriften� erwähnt. Die Bespre-hung vonEugen Meyer im Jahrbuh über die Fortshritte der Mathematik155betont einseitig die Grundlagenfragen und negiert Hessenbergs originelle Bei-träge zur Theorie der trans�niten Zahlen.Daÿ Hessenbergs Werk kaum als Lehrbuh der Mengenlehre betrahtetwurde, mag auh darin begründet sein, daÿ er die Punktmengenlehre und ihreAnwendungen in den vershiedensten Gebieten der Mathematik niht behan-delte. Unter Mengenlehre verstand man damals aber stets beides, die allgemei-ne Mengenlehre und die Theorie der Punktmengen nebst ihren Anwendungen.Hausdorff beispielsweise nennt in den Grundzügen unter der Rubrik �Zusam-menfassende Darstellungen der Mengenlehre� Hessenberg niht, wohl aberdas Buh von Young ([YY 1906℄), welhes im Hinblik auf die Behandlungder allgemeinen Mengenlehre weit hinter Hessenberg zurüksteht. Er zollt151Näheres dazu bei [Mo 1982℄, S. 113�114.152S. auh diese Einführung, S. 45.153Nahlaÿ Nelson. Friedrih-Ebert-Stiftung Bonn, Sign. 1/LNAA 000 270. Briefe vom28.2.1907 und 16.1.1908.154Ebd.155Band 37 (1906), S. 67�68.



Hessenberg aber hohe Anerkennung, wenn er die Anmerkungen zum Kapitelüber wohlgeordnete Mengen folgendermaÿen einleitet:Zur Theorie der wohlgeordneten Mengen vgl. auÿer Cantors Beiträ-gen insbesondere G.Hessenberg, Grundbegri�e der Mengenlehre (Göt-tingen 1906), die erste allgemein gehaltene Darstellung.156Das erwähnte Buh The Theory of Sets of Points vonWilliam Henry Youngund seiner Frau Grae Chisholm Young (1868�1944) ershien fast gleih-zeitig mit Hessenbergs Werk157 und basiert auf 27 einshlägigen Arbeitenvon W.H.Young und einer Arbeit seiner Frau aus den Jahren 1902 bis 1906.Das Buh hat insgesamt 13 Kapitel. Kapitel 1 und 2 behandeln die Theorieder reellen Zahlen. Kapitel 3 bringt die Grundbegri�e der Theorie der linearenPunktmengen. In den Kapiteln 4�6 werden die linearen Punktmengen in Bezugauf Mähtigkeit, Inhalt und Ordnung untersuht. Kapitel 7 bringt einen frag-mentarishen Abriÿ der Theorie der trans�niten Zahlen und die Kapitel 8�13beshäftigen sih mit ebenen Mengen, insbesondere ebenen Kurven. Auf dieAusdehnung der Ergebnisse auf den Rn wird gegebenenfalls jeweils hingewie-sen.Den Youngs gebührt das Verdienst, die erste ausführlihe lehrbuhmäÿi-ge Darstellung des damals aktuellen Standes der Punktmengentheorie gege-ben zu haben. Dies hebt auh Shoenflies in seiner ansonsten niht geradesehr freundlihen Rezension hervor.158 Die allgemeine Mengenlehre wird nurinsoweit berüksihtigt, als sie für die Punktmengenlehre benötigt wird. Ins-besondere wird versuht, den Gebrauh der trans�niten Ordinalzahlen mög-lihst weitgehend aus der Punktmengentheorie zu eliminieren � eine Absiht,die durhaus in die Zukunft wies.159 Grundlagenfragen der Mengenlehre wer-den niht berührt; es wird lediglih in wenigen Sätzen auf die Zweifel an derExistenz trans�niter Zahlen, welhe über die zweite Zahlklasse hinausgehen,hingewiesen (S. 156). Im Vorwort betont Young, den �professional mathema-tiian� im Blik:Wherever he has to deal � and where does he not? � with an in�nitenumber of operations, he is treading on ground full of pitfalls, one ormore of whih may well prove fatal to him, if he is unprovided by thelue to furnish whih is the objet of the present volume.Dementsprehend wird besonderer Wert darauf gelegt, eine Reihe instruktiverBeispiele von Punktmengen zu präsentieren, welhe � wie Peanos Kurve �den durh naive Anshauung geprägten Vorstellungen gründlih widersprehen.Ein rezenter Historiker nennt das Buh der Youngs �an early atalogue oftopologial monsters.�160 Die vielen Beispiele interessanter Punktmengen hebtauh Lebesgue in seiner ansonsten reht kritishen Rezension hervor. 161156[H 1914a℄, S. 455.157Das Vorwort ist unterzeihnet �May, 1906.�158[Sh 1908b℄, S. 333.159Vgl. [Ku 1922℄.160[Jo 1979℄, S. 172.161[L 1907℄.



Zwei bedeutende neue Resultate sind besonders zu nennen. Da sind zumeinen die Betrahtungen über Verzweigungspunkte von Kurven (forks; impli-zit auh der Begri� der Ordnung eines Kurvenpunktes: S. 219�222), woranspäter Zygmunt Janiszewski (1888 � 1920), Paul Urysohn (1898 � 1924)und Karl Menger (1902 � 1985) angeknüpft haben. Da ist zum anderen dieLösung des Kontinuumproblems für lineare GÆ-Mengen: Die Youngs zeigen,daÿ eine unendlihe lineare GÆ-Menge entweder abzählbar oder von Kontinu-umsmähtigkeit ist.162 Lineare GÆ-Mengen heiÿen bei den Youngs �ordinarylimiting sets�; sie sind folgendermaÿen de�niert:Given a series of sets of intervalls, the set of all those points suh thateah is internal to at least one interval of every set of the series is alledthe inner limiting set of the series of sets of intervals, or an ordinarylimiting set.163Diese komplizierte Wortde�nition weist, verglihen etwa mit Hausdorffs De-�nition einer GÆ-Menge, bereits auf eine groÿe Shwähe des Youngshen Bu-hes hin, nämlih das fast vollständige Fehlen eines mengentheoretishen Kal-küls und das fehlende Gespür für tragfähige allgemeine Begri�sbildungen.The Theory of Sets of Points war kein Erfolg. Godefrey Harold Hardy(1877�1947) shreibt in seinem Nahruf auf W. H. Young:It is urious that Young should never have written a really suessfulbook. He wrote three, alone or in ollaboration with his wife, the Sets ofpoints, this trat [[Y 1910℄ � W. P.℄ (both lassis` whih somehow hung�re) and a third book [. . . ℄164Zwishen The Theory of Sets of Points und Hausdorffs Grundzügen liegenzeitlih gesehen nur aht Jahre. Im Hinblik auf begri�ihe Shärfe, auf Prä-zision und Modernität der Darstellung, auf Systematik in der Sto�anordnungsowie in bezug auf die Anzahl neuer Resultate und neuer tragfähiger Begri�s-bildungen liegen zwishen diesen Bühern Welten. Besonders ins Auge springenin dem Werk der Youngs eine Reihe gekünstelt wirkender Begri�e, die ver-wikelte Falluntersheidungen nah sih ziehen und die sih als niht tragfähigerwiesen haben. Es verwundert deshalb niht, daÿ The Theory of Sets of Pointsauf die Entwiklung der Topologie kaum Ein�uÿ gehabt hat und von Haus-dorffs Grundzügen vollkommen übershattet wurde. In den ersten 20 Bändenvon Fundamenta Mathematiae wurde The Theory of Sets of Points nur in zweiArbeiten zitiert, während Hausdorffs Grundzüge dort gewissermaÿen omni-präsent waren (in den ersten 20 Bänden Zitate in 88 Arbeiten; näheres dazu s.u. im Abshnitt 3).162Zu Hausdorffs Verallgemeinerung dieses Satzes s. diesen Band, S. 779.163[YY 1906℄, S. 63.164[Ha 1943℄, S. 320. Mit �a third book� ist [YY 1905℄ gemeint, ein Geometriebuh fürKinder, welhes nur in England niht erfolgreih war, jedoh ins Deutshe, Italienishe, Un-garishe und Shwedishe übersetzt wurde. Daÿ The Theory of Sets of Points ein wihtigeshistorishes Dokument und in diesem Sinne ein �lassi� war, mag der Grund gewesen sein,daÿ das Buh 1972 bei Chelsea nahgedrukt wurde.



Die Bemerkungen über das Buh der Youngs dürfen niht den Eindrukhinterlassen, als seien ihre Autoren keine erfolgreihen Mathematiker gewesen.W. H. und G. C. Young haben in zahlreihen Arbeiten bedeutende Beiträgezur Theorie der Fourierreihen und zur Integrationstheorie geleistet. 165 DieseArbeiten werden auh in Fundamenta Mathematiae in einer Reihe von Aufsät-zen zitiert. Hausdorff hat sih in seinen nahgelassenen Papieren mehrfahmit Youngs Beiträgen zur Theorie der Fourierreihen beshäftigt. The Theoryof Sets of Points wird nur in einem einzigen Faszikel erwähnt. 166 Dort wirdTheorem 14 ([YY 1906℄, S. 91.) durh ein Gegenbeispiel widerlegt.Ein Jahr nah Youngs The Theory of Sets of Points ershien in Cambridge(ebenfalls bei University Press) Ernest William Hobsons (1856�1933) TheTheory of Funtions of a Real Variable and the Theory of Fourier's Series ([Ho1907℄), ein Buh, welhes lange als ein Standardwerk galt und dessen erster Teil1927 bereits in dritter Au�age herauskam. Hobson widmete darin die KapitelII und III im Umfang von 155 Seiten der Mengenlehre. Kapitel II behandelt diePunktmengenlehre und aus der allgemeinen Mengenlehre nur einige Grundtat-sahen, welhe zum Verständnis der Punktmengenlehre unbedingt erforderlihwaren. Nah Hobsons Intention sollte ein Leser, der sih hauptsählih für dieanalytishen Teile seines Werkes interessierte, mit der Lektüre von Kapitel IIdie mengentheoretishen Grundlagen für ein solhes Studium erlangen können.Für Leser, welhe weitergehende Interessen hatten, bot Kapitel III einen Abriÿder allgemeinen Mengenlehre (Kardinalzahlen, Ordnungstypen, Ordinalzahlen)einshlieÿlih einer eingehenden Diskussion der Antinomien und der Grundla-genproblematik. Hobson hatte die einshlägige Literatur bis etwa 1905 ziem-lih vollständig verarbeitet; Hessenbergs und Hausdorffs Arbeiten hatte erallerdings noh niht zur Kenntnis genommen.Hobson hat mit den Kapiteln II und III seines Buhes ein gut aufgebautes,�üssig und klar geshriebenes kleines �Lehrbuh� der Mengenlehre vorgelegt.Das Kapitel über die Punktmengen ist besser lesbar als [YY 1906℄, und, ob-wohl viel kürzer, sind alle wihtigen Themen abgehandelt. Das Kapitel überallgemeine Mengenlehre geht über das Buh der Youngs hinaus. Neue Resul-tate sind in den mengentheoretishen Kapiteln des Hobsonshen Werkes nihtenthalten.Zur Grundlagenproblematik vertrat Hobson den gleihen Standpunkt wiedie französishe Shule: Akzeptanz für alle mengentheoretishen Konzepte, wel-he man in Analysis und Geometrie �wirklih brauht� bei gleihzeitig erhebli-hen Zweifeln am Sinn und an der Möglihkeit des widerspruhsfreien Aufbauseiner allgemeinen Mengenlehre mit Mengen beliebig groÿer Mähtigkeit (ob-wohl er eine solhe Mengenlehre im Kapitel III skizziert hatte). Es heiÿt beiHobson:An attempt to examine the struture of suh a lass of ordinal num-bers, as that of the !th lass, with ardinal number �!, or that of the165S. [YY 2000℄, insbesondere die Einführung von S. D. Chatterji.166NL Hausdorff : Kapsel 33 : Fasz. 222 vom 5. 1. 1913.




th lass, with ardinal number �
, will lead to the onvition that suhoneptions are unlikely to prove apable of useful appliation in anybranh of Analysis or of Geometry. Nevertheless, should inexorable logiompel us to ontemplate the existene of suh lasses of objets, theywould be a proper �eld of exploration; we have however seen that thereare grave doubts as to whether this be in fat the ase.167Den Zermeloshen Beweis des Wohlordnungssatzes lehnt Hobson ab:It thus appears that there is at present no su�ient reason for thin-king that any unenumerable aggregate is apable of being normally or-dered.168Ein weiteres Werk über reelle Funktionen im englishen Sprahraum war J.Pierponts The Theory of Funtions of Real Variables ([Pi 1905/1912℄). DerBand II (1912) enthält ein Kapitel über Punktmengen und zwei Kapitel überallgemeine Mengenlehre, insgesamt nur 67 Seiten. Es handelt sih dabei umeine ad ho-Zusammenstellung der wihtigsten Tatsahen; von einem Lehrbuhder Mengenlehre kann hier niht die Rede sein.Ebenfalls 1907, im gleihen Jahr wie Hobsons Buh, ershien in Moskau inrussisher Sprahe ein Werk, welhes in mehrfaher Hinsiht originell und fürseine Zeit ein ausgezeihnetes Lehrbuh der Mengenlehre war, Iwan Iwano-witsh Shegalkins (1869�1947) Trans�nite Zahlen. Das Buh war die Magi-sterdissertation des später als Logiker bekannt gewordenen Autors. Es wurdeniht übersetzt; sein Ein�uÿ dürfte deshalb auf Ruÿland und Polen beshränktgewesen sein. Im Text zitiert Shegalkin lediglih Cantor, Dedekind undZermelo, im Vorwort erwähnt er als Quellen noh Bernstein und PhilippJourdain (1879�1919). Ein Literaturverzeihnis �ndet sih in dem Buh niht,so daÿ weitgehend unklar bleibt, was Shegalkin gekannt hat und was niht.Der umständlihe Beweis des grundlegenden Satzes, daÿ eine wohlgeordneteMenge nie einem ihrer Abshnitte ähnlih sein kann, deutet darauf hin, daÿShegalkin Hessenbergs Werk niht kannte (dort �ndet man den üblihenkurzen Beweis mittels des Lemmas von Zermelo).Ebenso wie bei Hessenberg sheint bei Shegalkin ein philosophishes undgrundlagentheoretishes Interesse im Vordergrund gestanden zu haben.169 Inseinem Buh werden Anwendungen der Mengenlehre auf Punktmengen oder re-elle Funktionen niht einmal erwähnt. Die Mähtigkeit des Kontinuums kommtz. B. überhaupt niht vor. Das Kontinuumproblem ist die rein mengentheore-tishe Frage nah dem Platz der Potenz 2�0 in der Alephreihe.Ein Hauptanliegen von Shegalkin bestand darin, die Mengenlehre und ins-besondere die Theorie der Kardinal- und Ordinalzahlen unabhängig vom Begri�167[Ho 1907℄, S. 202.168[Ho 1907℄, s. 205. �Normally ordered� bedeutet �wohlgeordnet�.169Shegalkin hatte enge Beziehungen zu dem Mathematiker, Philosophen und TheologenPavel A. Florenski (1882�1943), welher sih besonders aus philosophishen und theo-logishen Gründen für Cantors Mengenlehre interessierte und der 1904 in der ZeitshriftNovy puth (Neuer Weg) einen ersten Artikel in russisher Sprahe über die Grundbegri�eder Mengenlehre verö�entliht hatte. S. [Dem 1988℄.



des Endlihen oder Unendlihen aufzubauen. Erst wenn die allgemeine Theorieentwikelt ist, führt Shegalkin die Klasse der endlihen Mengen durh weitereForderungen ein. Er will mit diesem Vorgehen die Zweifel an der Existenz dertrans�niten Zahlen zerstreuen: Wenn man die Möglihkeit trans�niter Zahlen inZweifel zöge, so müsse man im Ergebnis seines Werkes auh an den natürlihenZahlen zweifeln.Shegalkin betont im Kapitel 1 �Ding, Menge, Abbildung�, daÿ jede de-duktive Wissenshaft von unde�nierten Grundbegri�en ausgehen müsse. Fürdie Mengenlehre seien dies die Begri�e Ding (� Gegenstand unseres Denkens),Menge, Enthaltensein eines Dinges in einer Menge und Abbildung. Er verwen-det viel Mühe darauf (bis hin zu psyhologishen Betrahtungen), dem Leserdiese Begri�e plausibel zu mahen. Bemerkenswert ist seine Argumentation,daÿ eine Vielheit (mnoshestwennosth) von Dingen noh keine Menge zu seinbrauhe; sie sei erst dann eine Menge, wenn sie sih als einheitlihes Ganzesdenken läÿt.170 Einen axiomatishen Aufbau versuht Shegalkin niht.Bei der De�nition von Vereinigung und Durhshnitt legt Shegalkin Men-gensysteme zugrunde, welhe durh eine beliebige Indexmenge indiziert sind;die Indexmenge nennt er die Basis (osnowanije), über welhe die Operationenzu erstreken sind. Das Mengenprodukt von fAigi2I wird dann ebenfalls ganzallgemein de�niert als die Menge aller Funktionen f : I ! [Ai mit f(i) 2 Aifür jedes i. Sind alle Ai = A, erhält man die Cantorshe Belegungsmenge AIals Menge aller Funktionen f : I ! A. Ein solh allgemeiner Standpunkt er-sheint hier erstmals in der Lehrbuhliteratur; durh Hausdorffs Grundzügewurde er dann Standard. Viel Mühe verwendet Shegalkin darauf, seine Le-ser von der Wihtigkeit des Begri�s der leeren Menge zu überzeugen und denUntershied zwishen a und fag klarzumahen.Im Kapitel 2 �Äquivalenz, Mähtigkeit� wird der Mähtigkeitsbegri� wie beiCantor eingeführt � an dieser Stelle wird Cantor sogar wörtlih zitiert.Bemerkenswert ist hier wie im Kapitel 1 die Einführung indizierter Systeme vonMähtigkeiten und die De�nition von Summe und Produkt für solhe Systeme.Die Rehengesetze können dementsprehend ganz allgemein formuliert werden;z. B. lautet das Assoziativgesetz der AdditionXi2I mi =Xt2T 8<:Xj2Itmj9=; ; I =Xt2T It:Im Kapitel 3 �Ordnung� ist die Beshreibung einer Ordnung durh eine ord-nende Paarmenge besonders bemerkenswert. Ein System geordneter MengenfAigi2I mit geordneter Indexmenge gibt Anlaÿ zur allgemeinen Summende-�nition; das Produkt wird nur für zwei geordnete Mengen wie bei Cantorde�niert. Allgemeinere Produkte und Potenzen betrahtet Shegalkin niht,was vermuten läÿt, daÿ er Hausdorffs Arbeit [H 1906b℄ niht kannte. Kapitel170Dies könnte ein Rekurs auf [Rus 1903℄ sein, wo Russell zwishen �lasses as many� und�lasses as one� untersheidet.



5 behandelt die Ordnungstypen und ihre Arithmetik, Kapitel 6 die wohlgeord-neten Mengen. Shegalkin bringt Zermelos Beweis des Wohlordnungssatzes,läÿt aber dem Leser sozusagen die Wahl, ob er den Beweis, d. h. die Benutzungdes Auswahlaxioms, akzeptiert oder niht. Dementsprehend muÿ im folgendenstets angegeben werden, wenn Sätze auf dem Wohlordnungssatz fuÿen.Nahdem im Kapitel 6 die allgemeine Theorie der Ordnungszahlen entwikeltist, behandelt Kapitel 7 �Endlihe Mengen und Zahlen�. Eine wohlgeordne-te Menge heiÿt endlih, wenn jede nihtleere Teilmenge (also auh die Men-ge selbst) ein letztes Element hat. Die Ordnungszahl einer endlihen Mengeheiÿt eine endlihe Zahl. Aus der allgemeinen Ordinalzahlarithmetik werdennun durh Spezialisierung auf endlihe Mengen die Gesetze der Arithmetik na-türliher Zahlen hergeleitet. Die Überlegung, daÿ die Menge der natürlihenZahlen niht endlih sein kann, führt auf die abzählbaren Mengen, die in Kapi-tel 8 untersuht werden. Kapitel 9 bringt den Satz von der Vergleihbarkeit derKardinalzahlen; entsprehend seiner Haltung zum Wohlordnungssatz betontShegalkin hier, daÿ für das gesamte Kapitel dessen Gültigkeit angenommenwerden muÿ.In den Kapiteln 10 und 11 werden die Zahlen der zweiten Zahlklasse, insbe-sondere ihre arithmetishen Eigenshaften, untersuht. Auh hier ist die Dar-stellung auf der Höhe der Zeit und vorzüglih gelungen. Den Euklidishen Al-gorithmus für Ordinalzahlen sheint Shegalkin unabhängig von Hausdorffgefunden zu haben, da er � wie bereits erwähnt � [H 1906b℄ vermutlih nihtkannte.Kapitel 12 ist übershrieben �Die Menge aller Zahlen und Alephs�. Daÿ She-galkin in diesem Kapitel laufend von der Menge W aller Ordinalzahlen undder Menge aller Alephs spriht, ist merkwürdig inkonsequent, da er im nähstenKapitel, in welhem die Antinomien der Mengenlehre besprohen werden, aus-einandersetzt, daÿ die Au�assung von W als Menge, der man dann wieder eineOrdinalzahl zuordnen könnte, zum Widerspruh führt. Die Au�assung von Wals Menge steht auh in deutlihem Kontrast zu den Thesen, die Shegalkinam Shluÿ seines Buhes formuliert und die vermutlih bei der Verteidigungseiner Dissertation diskutiert worden sind. An Substanz enthält Kapitel 12 dieallgemeine Einführung der Zahlklassen und der Alephreihe sowie die Alephre-lationen �� + �� = ��; ���� = �� jeweils für � � �:Aus letzterer zieht Shegalkin den Shluÿ, daÿ für Nihtlimeszahlen � eineSumme von Zahlen < !� über eine Menge von Summanden < !� selbst kleiner!� ist. Verallgemeinert auf reguläre !� �ndet man diesen Satz bei Hausdorff([H 1914a℄, S. 132, Theorem IV).Im Kapitel 13 wird zunähst die Potenzmenge einer Menge betrahtet unddie Frage aufgeworfen, ob 2a(> a) die auf a nähstfolgende Kardinalzahl istoder niht. Dann heiÿt esLeider konnten die Shwierigkeiten, welhe auf dem Weg zur Lösungdieses Problems liegen, bis jetzt mit den gegenwärtigen Methoden der



Mathematik niht überwunden werden.171Insbesondere könnte 2�0 = �1 oder > �1 sein. Aus dem Satz von König, daÿaus m1 < m2 < � � � Xmi <Ymifolgt, shlieÿt Shegalkin, daÿ sih aus der Annahme 2�0 > �k für jedes na-türlihe k auh 2�0 > �! ergibt.172 Der Zusammenhang von 2�0 mit dem Kon-tinuum und Cantors Kontinuumhypothese werden überhaupt niht erwähnt.Shegalkin bringt auh Bernsteins Rekursionsformel���� = �� � 2�� ;formuliert nur für natürlihe Zahlen � als Index, was niht der allgemeinste Fallihrer Gültigkeit, aber (im Gegensatz zur Formulierung bei Bernstein) korrektist. Hausdorffs allgemeinere Rekursionsformel von 1904 erwähnt er niht.Die Aufzählung vershiedener Versionen der mengentheoretishen Antinomi-en leitet Shegalkin mit folgendem Satz ein:Im Verlaufe der Entwiklung der Mengenlehre wurde man mit einerReihe von Paradoxien konfrontiert, deren Lösung noh niht in befriedi-gender Weise gelungen ist.173Am Shluÿ des Buhes stehen Thesen, die ganz bemerkenswerte Formulierungenenthalten, die aber leider ohne jede nähere Erläuterung des darin vorkommen-den Begri�es �Klasse� und seines Untershiedes zum Begri� �Menge� formuliertsind; trotzdem seien einige zitiert:6. Es ist notwendig, den Begri� der Menge von dem Begri� der Klassezu untersheiden.7. Die Existenz der Menge aller endlihen Zahlen, wie auh die der Mengealler Zahlen eines beliebigen Alephs, muÿ postuliert werden.8. Alle Zahlen [die Gesamtheit der Ordinalzahlen � W. P.℄ bilden eineKlasse, aber keine Menge. 174Im gleihen Jahr wie das Buh von Shegalkin ershien in Ruÿland auh einWerk über Punktmengen.175 Es war ähnlih wie das Werk von Shoenflies171[Sh 1907℄, S. 332.172Von Shegalkin stammt auh diejenige Verallgemeinerung des ursprünglihen Kö-nigshen Satzes, die heute in den Lehrbühern als Satz von König bezeihnet wird: Istai < bi; i 2 I, so folgt Xi2I ai <Yi2I bi:Auh hier kommt seine allgemeine Au�assung von Summen und Produkten zum Tragen.Unabhängig von Shegalkin hat auh Zermelo in [Z 1908b℄ diese allgemeine Version desKönigshen Satzes bewiesen.173[Sh 1907℄, S. 342.174[Sh 1907℄, unpaginierte letzte Seite.175[Ne 1907℄. Das Buh hatte 254 Seiten und ershien als extra gebundener Auszug aus denNahrihten des polytehnishen Instituts in Tomsk. Es war � wie im Fall Shegalkins � dieDissertation des Verfassers.



hauptsählih ein Beriht über die historishe Entwiklung und den derzeitigenStand der Punktmengenlehre des R1 mit einigen Beiträgen des Autors übergeordnete Mengen.2.6 Shoen�ies' Beriht von 1908. Sierpi«skis Zarys teoryi mnogo±iIm Vorwort vom September 1900 zu seinem Beriht über Mengenlehre176hatte Shoenflies davon gesprohen, daÿ das damals Vorliegende der erstegröÿere Teil des Gesamtberihts sei, ohne sih näher über den Plan des zwei-ten Teils zu äuÿern. Dieser zweite Teil ershien dann 1908 als Ergänzungsbandzum Jahresberiht der DMV.177 Er war vor allen Dingen den �geometrishenAnwendungen� der Mengenlehre gewidmet. Darunter verstand Shoenfliesein Forshungsprogramm, zu dem er selbst für den Fall der euklidishen Ebe-ne hervorragende Beiträge geleistet hat, und dessen Ziel darin bestand, dieGeometrie des euklidishen Raumes im Sinne der Analysis Situs als eine ge-genüber der Arithmetik eigenständige Disziplin zu entwikeln.178 Im Vorwortseines Berihts heiÿt es dazu:Sie [die Mengenlehre � W. P.℄ hat die vershiedensten Gebiete befruhtetund überall Spuren erfolgreihsten Wirkens hinterlassen.Die Geometrie hat ihren Ein�uÿ wohl am spätesten erfahren. Dies wirdbefremden; ist doh die Mengenlehre wesentlih auf geometrishem Bo-den erwahsen. In der Tat haben sih ihre ersten Begri�e und Sätze fastausshlieÿlih auf die Theorie der Punktmengen bezogen. Aber die Geo-metrie muÿte erst wieder lernen, sih auf sih selbst und auf ihre Ebenbür-tigkeit mit der Arithmetik zu besinnen. Dieser Prozeÿ hat erst unlängstbegonnen; wir danken ihn der axiomatishen Wendung, die durh Hil-bert methodish eingeleitet wurde. Sein Ziel kann kein anderes sein, alsdie Geometrie, soweit sie Gestaltenlehre ist, an der Hand geometrisher,anshauliher Axiome auf mengentheoretisher Basis aufzubauen.179Neben einem Einstieg in dieses Programm beabsihtigte Shoenflies in demBeriht auh die Fortshritte darzustellen, die auf dem Gebiet der Mengenlehreseit Ersheinen des ersten Teiles seines Berihtes erzielt worden waren.Im Kapitel I �Allgemeine Mengenlehre� bringt Shoenflies u.a. den Ket-tenbruhalgorithmus für Ordinalzahlen (nah Hessenberg und Hausdorff),die Alephrelationen von Zermelo und Hessenberg sowie Hausdorffs Re-kursionsformel für die Aleph-Potenzen. Des weiteren erwähnt er den Satz vonCantor-Bernstein-(Hausdorff), daÿ die Klasse der abzählbaren Ordnungs-typen die Mähtigkeit des Kontinuums hat, wodurhdie Frage, welhe Beziehung das Kontinuum zur Menge �1 hat, [. . . ℄eine neue Gestalt gewonnen [hat℄. 180176[Sh 1900℄.177[Sh 1908a℄.178Das Studium der Topologie des Rn ist in gewissem Sinne ein eigenständiges Forshungs-gebiet geblieben; s. dazu z. B. [D 1986℄.179[Sh 1908a℄, S. 1.180Ebd., S. 24.



Am Ende des ersten Kapitels behandelt Shoenflies Grundlagenfragen. DieAntinomien der Mengenlehre nimmt er niht ernst; er bezeihnet sie als �shein-bare Paradoxien�, welhe dadurh zustande kämen,daÿ man sih entweder widerspruhsvoller Begri�e bedient oder aberwiderspruhslose Begri�e in widerspruhsvoller Weise benutzt.181Shoenflies ist z. B. der Ansiht, daÿ Russells ShluÿweiseM 2M ,M 62M für M = Menge aller Mengen, die sih niht selbst als Element enthalten,fehlerhaft sein müsse und so Russells Antinomie �logish aufgelöst� sei. Erhabe es generell für geboten gehalten,die bisher bekannt gewordenen Antinomien zergliedernd aufzulösenund zu zeigen, daÿ in sie widerspruhsvolle Begri�e eingehen, und daÿsie deshalb jenseits des wissenshaftlihen Denkens liegen182 , [. . . ℄Das Kapitel II �Geordnete Mengen� beginnt mit einem Hinweis auf Haus-dorffs Begri� der gestuften Menge in [H 1901b℄. Dann heiÿt es:Wir verdanken Hausdorff auh die sonstigen Fortshritte, die wirüber geordnete Mengen besitzen.183Fast das gesamte Kapitel ist der Darstellung der Ergebnisse Hausdorffs inden Arbeiten [H 1901b℄, [H 1904a℄, [H 1906b℄ und [H 1907 a-b℄ gewidmet.Ferner werden nihtarhimedish geordnete Körper (Veronese, Levi-Civita,Hölder) besprohen.Im Kapitel III �Allgemeine Theorie der Punktmengen� werden vor allem dieseit 1900 erzielten grundlegenden Fortshritte in der Theorie von Inhalt undMaÿ behandelt.Shoenflies' Zugang zu den �geometrishen Anwendungen� der Mengen-lehre in den Kapiteln IV�VI hat drei Grundlagen: 1. den Begri� des Polygonsund einen rein geometrishen �Anordnungssatz� für Polygone, der auf demAxiom von Pash184 beruht und dessen Aussage auf Polygone ausdehnt, 2.die Begri�e und Sätze der Punktmengentheorie Cantorsher Prägung und3. sogenannte �Gröÿenbegri�e� wie Fläheninhalt einer meÿbaren Menge, Ab-stand zweier kompakter Mengen, approximierende Polygone usw. Im KapitelIV werden zunähst grundlegende Begri�e wie Zusammenhang, Kontinuum,punkthafte Menge, linienhaftes Kontinuum, Gebiet, Gebietsgrenze, Zusammen-hangszahl eines Gebietes u. a. de�niert und untersuht. Ein zentraler Begri�ist hier der der �geshlossenen Kurve�. Eine kompakte Teilmenge C der Ebeneheiÿt bei Shoenflies eine geshlossene Kurve, wenn sie die Ebene in zwei Ge-biete zerlegt, deren gemeinsame Grenze sie ist. Eine solhe Menge C ist perfekt,181Ebd., S. 26.182Ebd., S. 39.183Ebd., S. 40.184Ein Dreiek C teilt die Ebene in zwei Gebiete I (Inneres) und A (Äuÿeres), so daÿzwei Punkte von I oder zwei Punkte von A stets durh einen Strekenzug verbunden werdenkönnen, der ganz zu I bzw. A gehört, während ein Strekenzug, der p 2 Amit q 2 I verbindet,mindestens einen Punkt von C enthält.



linienhaft und zusammenhängend. Neben solhen rihtigen Resultaten �ndensih im Kapitel IV auh mehrere Fehler. Nennt man eine kompakte TeilmengeC des Rn eine absolute Gebietsgrenze, wenn C den Rn zerlegt und gemeinsameGrenze aller Komponenten von Rn nC ist, so legt die Anshauung nahe, daÿ füreine absolute Gebietsgrenze C in der Ebene die Komponentenzahl von R2 n Cgleih 2 ist, ein solhes C also eine geshlossene Kurve im ShoenfliesshenSinne ist. Dies hatte Shoenflies auh �bewiesen�. In einer Aufsehen erre-genden Arbeit185 zeigte Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881�1966), daÿes in der Ebene absolute Gebietsgrenzen C gibt, für die R2 n C drei oder so-gar abzählbar viele Komponenten hat. Damit waren auh weitere Sätze vonShoenflies hinfällig, z. B. daÿ jedes beshränkte einfah zusammenhängen-de Gebiet durh seine Grenze eindeutig bestimmt ist.Im Kapitel V geht es um die Untersuhung invarianter Eigenshaften beistetigen Abbildungen (�weitere Gruppe�) bzw. bei Homöomorphismen (�engereGruppe�); das Wort �Homöomorphismus� benutzt Shoenflies noh niht.Hier erzielte er, besonders im Umfeld des Jordanshen Kurvensatzes, Ergeb-nisse (die z. T. auf seinen früheren Arbeiten beruhten), von denen weit in dieZukunft weisende Impulse ausgingen. Der Jordanshe Kurvensatz besagt, daÿjedes homöomorphe Bild von S1 eine geshlossene Kurve im ShoenfliesshenSinne ist. Die umgekehrte Frage, wann eine geshlossene Kurve topologish eineKreislinie ist, kann mit Hilfe des Shoenfliesshen Begri�es der Erreihbar-keit eines Punktes beantwortet werden. Ist G ein Gebiet der Ebene und t einPunkt seiner Begrenzung, so heiÿt t für G erreihbar, wenn t mit einem x 2 Gdurh einen Bogen verbunden werden kann, der (mit Ausnahme von t) ganz inG verläuft. Die Umkehrung des Jordanshen Satzes lautet dann: Eine geshlos-sene Kurve C im Shoenfliesshen Sinne, für die jeder Punkt von C für jedesder beiden Gebiete von R2 n C erreihbar ist, ist homöomorphes Bild von S1.Der Jordanshe Kurvensatz sagt nihts Näheres über die topologishe Struk-tur der beiden Gebiete und über die Lageeigenshaften einer geshlossenenJordankurve in der Ebene. Diese Lüke kann Shoenflies shlieÿen: JederHomöomorphismus von C auf den Rand S1 der Einheitskreissheibe läÿt sihzu einem Homöomorphismus der Ebene auf sih erweitern, der das innere Ge-biet von C auf das Innere von S1 und das äuÿere Gebiet von C auf das Äuÿerevon S1 abbildet. Nah vergeblihem Versuh, diesen �Shoenflies-Satz� auhfür den dreidimensionalen Raum zu beweisen, entdekte J. W. Alexander1924 ein Gegenbeispiel, seine berühmte �gehörnte Sphäre�, die homöomorph zuS2 ist, deren Auÿengebiet im R3 jedoh niht homöomorph zum Auÿengebietder Kugel ist.Im Kapitel VI �Die stetigen Kurven� geht es vor allem um das Problem, not-wendige und hinreihende Bedingungen dafür zu �nden, daÿ eine ebene Punkt-menge stetiges Bild von [0, 1℄ ist. Die Bedingungen, die Shoenflies shlieÿ-lih fand, waren ziemlih kompliziert. Hans Hahn (1879�1934) und StefanMazurkiewiz (1888�1945) haben später eine sehr durhsihtige Charakte-185[Br 1910℄.



risierung der stetigen Strekenbilder gegeben; s. dazu Hausdorff [H 1927a℄,S. 207.Im Kapitel �Die Kurvenmengen und der Funktionalraum� resümiert Shoen-flies shlieÿlih die einshlägigen Arbeiten von Arzela, Asoli, Volterraund vor allem von Fréhet, ohne jedoh eine Synthese dieser neueren For-shungen mit der Punktmengentheorie des Rn anzustreben und so zu einemallgemeinen Raumbegri� zu gelangen.Die Shoenfliesshen Berihte [Sh 1900, 1908a℄ haben für die Rezeptionund Popularisierung der Mengenlehre vor dem ersten Weltkrieg viel geleistet.Sie waren und sind auh heute noh wertvolle Quellen wegen ihrer zahlreihenhistorishen und literarishen Angaben. Für die Entwiklung der Topologie hatder zweite Teil des Berihtes bedeutende Impulse gegeben. Das betri�t insbe-sondere Bemühungen, Sätze vom Typ des o. g. �Shoenflies-Satzes� in höhe-ren Dimensionen zu studieren.186 Ferner haben Shoenflies' Untersuhungender stetigen Strekenbilder den späteren Arbeiten polnisher und amerikani-sher Topologen über Peano-Kontinua wihtige Anregungen gegeben.187 Aberauh Shoenflies' Fehler haben sih als auÿerordentlih produktiv erwiesen:In einer eingehenden historishen Analyse der Brouwershen Arbeiten heiÿtes: To give Shoenflies his due, however, we must not forget that hehad provided Brouwer with an important set of problems upon whihto work. Muh of Brouwer's subsequent researh in topology had itsproblem soure in Shoenflies' theory.188Shoenflies' Beriht von 1908 war im Oktober 1907 fertiggestellt und konn-te so zwei Arbeiten niht mehr berüksihtigen, welhe 1908 ershienen undtiefgreifenden Ein�uÿ auf die weitere Entwiklung der Mengenlehre hatten,nämlih Zermelos Axiomatisierung der Mengenlehre [Z 1908b℄ und seinenzweiten Beweis des Wohlordnungssatzes [Z 1908a℄. In [Z 1908b℄ wurde erst-mals ein Axiomensystem der Mengenlehre vorgelegt und damit ein entshei-dender Shritt zur Erledigung der Antinomienproblematik getan. Allerdingshatte Zermelos System noh eine Shwahstelle, das war der vage Begri� der�de�niten Eigenshaft�.189 G.Hessenberg gehörte zu den wenigen Mathema-tikern, die sofort die groÿe Bedeutung von Zermelos Axiomatisierung sahen.186S. dazu Abshnitt 3.4 dieser Einführung; s. auh [Rush 1973℄.187Eine eingehende Würdigung von Shoenflies' Forshungsprogramm �ndet man in [Wi1949℄, S. 12�16.188[Jo 1981℄, S. 129. Brouwer hatte über Lie-Gruppen gearbeitet und dabei zunähstShoenfliesshe Resultate benutzt, bis er shlieÿlih bemerkte, daÿ diese falsh sind. Dasbewog ihn zu einem tiefen Studium grundlegender Probleme der Topologie, welhes in denJahren 1910�1913 zu bahnbrehenden Ergebnissen führte. (Satz von der Invarianz der Di-mension, Verallgemeinerung des Jordanshen Kurvensatzes auf den Rn, Existenz absolu-ter Gebietsgrenzen in R2, die R2 n C in mehr als 2 Komponenten zerlegen, Lösung des5. Hilbertproblems für eindimensionale Mannigfaltigkeiten, Fixpunktsätze, fundamentale Be-gri�e wie Abbildungsgrad und simpliziale Approximation). Eine wesentlihe Quelle für Brou-wer waren auh die Arbeiten von Poinaré.189Eine Kritik dieser Shwahstelle �ndet sih bei Skolem [Sk 1922℄ und Fraenkel [Fr1922℄, [Fr 1923℄, S. 196 �. Diese Forsher waren es auh, die das Zermeloshe Axiomensystem



In seiner Arbeit über Kettentheorie und Wohlordnung aus dem Jahre 1909 heiÿtes eingangs:Die vorliegenden Untersuhungen sind axiomatisher Art, d. h. siebeshäftigen sih mit der Frage nah der Tragweite der aus den einzelnenAxiomen der Mengenlehre zu ziehenden Folgerungen.190Im Hinblik auf die Antinomien der Mengenlehre shreibt Hessenberg:Diese sind durh die von Herrn Zermelo angegebenen Axiome ausge-shaltet; ih gehe daher von diesen Axiomen aus.191Der zweite Zermeloshe Beweis des Wohlordnungssatzes beruhte aufDede-kinds Begri� der Kette und arbeitete dadurh klarer den formalen Charakterder Wohlordnung unabhängig von jeder räumlih-zeitlihen Anordnung her-aus. Ferner benutzte Zermelo die Gelegenheit, die umfangreihe Diskussion,die über seinen ersten Beweis von 1904 in der mathematishen und philosophi-shen Literatur der Jahre 1904�1907 geführt worden war, prägnant zusammen-zufassen, ausführlih zu allen Gegenargumenten Stellung zu nehmen und so dieDebatte von seiner Seite aus zu einem gewissen Abshluÿ zu bringen.Man kann sagen, daÿ abgesehen von einigen entshiedenen Gegnern (wieBorel, Poinaré oder Brouwer mit seinen Anhängern) die Mathemati-ker Auswahlaxiom und Wohlordnungssatz zunehmend akzeptierten. So konn-te Ernst Steinitz (1871�1928) den Shlüsselsatz seiner Theorie der Körper,nämlih daÿ es zu jedem Körper bis auf Äquivalenz eindeutig genau einen alge-braish abgeshlossenen algebraishen Erweiterungskörper gibt, nur mit Hilfedes Wohlordnungssatzes beweisen. Nah und nah trat ein, was Steinitz 1910im Hinblik auf das Auswahlprinzip prophezeit hatte:Mit der zunehmenden Erkenntnis, daÿ es Fragen in der Mathematikgibt, die ohne dieses Prinzip niht entshieden werden können, dürfte derWiderstand gegen dasselbe mehr und mehr shwinden.192Es sei noh angemerkt, daÿ Hausdorff in dem für die Mengenlehre so wih-tigen Jahr 1908 die shon S. 13 erwähnte 70 Seiten starke zusammenfassen-de Darstellung seiner Forshungen über geordnete Mengen verö�entlihte ([H1908℄). Sie ershien im selben Band der Mathematishen Annalen wie Zerme-los Arbeiten, geshrieben im Stile eines Lehrbuhs, mit Inhaltsverzeihnis undzu dem später weitgehend akzeptierten Axiomensystem ZSF ergänzten. S. dazu [Fe 1979℄,S. 3�8 und S. 49�91.190[He 1909℄, S. 81.191Ebd., S. 81.192[Ste 1910℄, S. 8. Einen vorzüglihen Überblik über äquivalente Aussagen zum Auswahl-axiom (71 solhe Aussagen) und über Implikationen des Auswahlaxioms (382, oft mit zahlrei-hen äquivalenten Sätzen) in den vershiedensten mathematishen Disziplinen gibt das BuhConsequenes of the Axiom of Choie ([HowRub 1998℄). Gleihzeitig zeigt es die intensiveArbeit mit shwäheren Axiomen, die keinen Sinn hätte, würde man das Auswahlaxiom alsnotwendigen Bestandteil der Mathematik betrahten, wie es vielleiht Steinitz vorgeshwebthat.



Register, und in der Übershrift shon den Titel seines Lehrbuhs vorwegneh-mend: Grundzüge einer Theorie der geordneten Mengen.193Einigen Aufshluÿ über die Stellung der Mengenlehre und ihrer Anwendun-gen innerhalb des Gesamtgebietes der Mathematik gibt das seit 1868 existie-rende mathematishe Referatenjournal, das Jahrbuh über die Fortshritte derMathematik. Die Arbeiten über Mengenlehre wurden bis 1904 im Kapitel �Phi-losophie� des Abshnittes �Geshihte, Philosophie und Pädagogik� referiert.Im Jahre 1905 gab es in diesem Abshnitt erstmalig ein eigenes Kapitel �Men-genlehre�. Ab dem Kriegsband 1916�1918 war Mengenlehre ein eigener Ab-shnitt, in der Hierarhie also gleihberehtigt mit Abshnitten wie �Arithme-tik und Algebra�, �Geometrie� oder �Mehanik�. Daneben hatte es seit 1870bis 1914/15 im Abshnitt Geometrie ein Kapitel �Kontinuitätsbetrahtungen(Analysis Situs)� gegeben, welhes 1916/18 in �Kontinuitäts- und mengentheo-retishe Betrahtungen� und 1925 shlieÿlih in �Topologie� umbenannt wurde.Die Frequenz der Arbeiten im Kapitel �Mengenlehre� hatte 1905 und 1906 mit33 bzw. 35 Arbeiten einen Höhepunkt, um in den Jahren 1907�1914 bei nihtallzugroÿen Shwankungen auf einen Durhshnitt von etwa 20 Arbeiten abzu-sinken.Wenn man die Lehrbuhsituation Revue passieren läÿt, so war bis ins ersteJahrzehnt des 20. Jahrhunderts noh kein eigenständiges Lehrbuh ershienen,welhes das Gesamtgebiet der Mengenlehre im damaligen Verständnis, d. h. all-gemeine Mengenlehre und Theorie der Punktmengen einshlieÿlih Inhalts- undMaÿtheorie, systematish und umfassend dargestellt hätte. Auh das 1912 inpolnisher Sprahe ershienene kleine Lehrbuh der Mengenlehre (Zarys teoryimnogo±i, d. h. Abriÿ der Mengentheorie; 158 Seiten) vonWaªaw Sierpi«ski(1882�1969) kann niht als ein solhes Werk betrahtet werden, obwohl es so-wohl allgemeine Mengenlehre als auh die Theorie der Punktmengen enthielt.Es war vor allem für Anfänger gedaht und basierte auf einer 1909 in Lem-berg gehaltenen Vorlesung. Im Vorwort bezeihnet es Sierpi«ski als Ziel seinesBuhes, die wihtigsten Methoden und Ergebnisse der Mengenlehre möglihsteinfah darzustellen. Die Mengenlehre sei für alle Mathematiker nötig; darüber-hinaus sei sie für Philosophen von Interesse. Er habe sein Buh so geshrieben,daÿ auÿer minimalen mathematishen Kenntnissen und einer gewissen Fähig-keit zum abstrakten Denken keine weiteren Voraussetzungen nötig seien, sodaÿ es Studenten im ersten Jahr bereits studieren könnten. Die zahlreihenAnwendungen der Mengenlehre habe er niht behandeln wollen, weil dann dasBuh um ein Vielfahes umfangreiher und für Anfänger zu shwierig gewordenwäre. Entsprehend dieser Zielstellung geht Sierpi«skis Buh in der allgemei-nen Mengenlehre kaum über das hinaus, was shon in Cantors Beiträgen zurBegründung der trans�niten Mengenlehre ([C 1895/97℄) steht. Zum Beispiel be-handelt das Kapitel über wohlgeordnete Mengen und Ordnungszahlen nur diezweite Zahlklasse (die höheren Alephs werden gar niht erwähnt). Auh Zer-melos Wohlordnungssatz kommt niht vor. Eine methodishe Besonderheit ist193Abgedrukt im Band I dieser Edition.



der konsequente Aufbau der Punktmengentheorie, die auf den Rn beshränktbleibt, ohne trans�nite Ordinalzahlen. Sierpi«skis Buh wurde niht in ande-re Sprahen übersetzt und dürfte wegen der Sprahbarriere über Polen hinausniht bekannt geworden sein; jedenfalls wurde es im Jahrbuh über die Fort-shritte der Mathematik niht einmal angezeigt.Mit den Grundzügen der Mengenlehre von Hausdorff lag shlieÿlih das er-ste Lehrbuh vor, das alle Gebiete, die man damals zur Mengenlehre rehnete,systematish behandelte. Es ist bemerkenswert, daÿ Hausdorffs Werk selbstwesentlih dazu beigetragen hat, daÿ es auh das letzte derartige Buh war, zu-mindest in einer allgemein zugänglihen Sprahe.194 Denn die von Hausdorffals eigenständige Disziplin etablierte allgemeine Topologie entwikelte sih nahdem ersten Weltkrieg sehr rash und erforderte eigene Lehrbüher. Auh dieMaÿ- und Integrationstheorie und die Theorie der reellen Funktionen spalte-ten sih als eigenständige Disziplinen von der Mengenlehre ab. Lehrbüher derMengenlehre handelten in der Folgezeit vor allem von der allgemeinen Mengen-lehre; zunehmend wurden die Axiomatik und die Beziehungen zur Logik zumKernthema.2.7 Shoen�ies' Buh von 1913 im Vergleih mit Hausdor�s Grundzügen1913, wenigeMonate vor Ersheinen derGrundzüge, brahteA. Shoenflieseine vollkommen überarbeitete und stark erweiterte Fassung des ersten Teilesseines Mengenberihts [Sh 1900℄ heraus. Für das Projekt der Neubearbeitungseines Berihtes hatte er in H.Hahn einen hervorragenden Kenner der Mate-rie als Partner gewonnen. Das neue Werk sollte aus zwei Teilen bestehen. Dererste, von Shoenflies bearbeitete Teil ([Sh 1913℄) enthielt die allgemeineMengenlehre und die Theorie der Punktmengen. Der zweite Teil, von Hahnbearbeitet, sollte die Theorie der reellen Funktionen enthalten, ferner ein Ka-pitel über die Axiomatik der Mengenlehre. Dieser zweite Teil konnte wegen desersten Weltkrieges niht mehr ersheinen. Hahn verwendete seine Vorarbeiten,um 1921 bei Springer ein eigenständiges Werk Theorie der reellen Funktionenherauszugeben (ohne das Kapitel über Axiomatik). Mengentheoretish fuÿtedieses Werk shon ganz auf Hausdorffs Grundzügen; Hausdorff hatte auhdie Korrekturen mitgelesen.[Sh 1913℄ sollte nah wie vor eineeigenartige Mishung von historishem Beriht und methodishemLehrbuh195sein, wie Shoenflies im Vorwort betonte. Das Werk hatte aber in der Tatmehr den Charakter eines Lehrbuhs angenommen. Ihm war in Bezug auf Prä-194W.Sierpi«ski hatte 1923 eine stark erweiterte Ausgabe seines Zarys teoryi mnogo±iherausgebraht; 1928 ershien der Zarys nohmals erweitert in zwei Bänden: Lizby poz-asko«zone (Trans�nite Zahlen) und Topologia ogólna (Allgemeine Topologie). Die meistenMathematiker nahmen dieses Werk allerdings als zwei völlig vershiedene Büher wahr: Band1 ershien 1928 in Paris in französisher Übersetzung, Band 2 1934 in Toronto in englisherÜbersetzung (s. dazu Abshnitt 3.2).195[Sh 1913℄, S. IV.



zision der Darstellung zweifellos die Mitwirkung von Hahn und besonders dievon Brouwer zugute gekommen, welhe Shoenflies im Vorwort hervor-hebt. Hausdorff betrahtete das Shoenfliesshe Buh ein wenig als Kon-kurrenz zu seinen Grundzügen. In dem bereits erwähnten Brief an Hilbertvom 27. 2. 1914 shrieb er im Hinblik auf die Grundzüge:Leider ist mir Shoen�ies zuvorgekommen, dessen zweite Au�age im-merhin wesentlih besser ist als die erste.196Shoenflies' Buh war ohne Zweifel das bis dahin umfassendste Buh überMengenlehre und die beste Gesamtshau auf den erreihten Stand der Theo-rie. Allerdings war es dem damals shon 60-jährigen Autor niht gelungen, neuemethodishe bzw. begri�ihe Gesihtspunkte einzuführen oder neue eigene Re-sultate vorzulegen. Shoenflies hatte mit seinem Werk das Peh, daÿ wenigeMonate später mit Hausdorffs Grundzügen ein weitaus überlegenes Lehrbuhershien, welhes sein Buh shlieÿlih vollkommen übershattete. Warum dasso war, wird aus dem folgenden Vergleih beider Werke deutlih werden. Dabeibeshränken wir uns � was die Grundzüge betri�t � auf allgemeine Bemerkun-gen, da in den Anmerkungen zum Text der Grundzüge (S. 577 �) und in denkommentierenden Essays (S. 619 �) die inhaltlihen Details und insbesondereHausdorffs Innovationen ausführlih behandelt werden.In den Kapiteln über allgemeine Mengenlehre präsentiert Shoenflies in-haltlih groÿe Teile des damals aktuellen Standes. Shoenflies' Darstellungist jedoh völlig traditionell und läÿt deutlih erkennen, daÿ er die Mengen-lehre als eine mathematishe Teildisziplin unter vielen und niht � wie Haus-dorff � als �Fundament der gesamten Mathematik� betrahtete (dazu hattesih Shoenflies 1911 explizit geäuÿert; s. u.). So beginnt er mit Kardinal-zahlen und behandelt dann in gesonderten Kapiteln abzählbare Mengen, dieVergleihbarkeit der Kardinalzahlen und überabzählbare Mengen. Es folgen dieTheorie der geordneten Mengen (Ordnungstypen) und die der wohlgeordnetenMengen (Ordnungszahlen). Unter seiner Absiht, auh historish Beriht zu er-statten, leidet des öfteren die Systematik der Darstellung. So präsentiert er �wohl als Zugeständnis an die historishe Entwiklung und an die Kritiker derallgemeinen Theorie der höheren Zahlklassen � ein separates Kapitel über diezweite Zahlklasse. Dies ist aus Siht der allgemeinen Theorie der Ordnungs-zahlen in keiner Weise gerehtfertigt und zeitigt das Resultat, daÿ sih vieleshier behandelte im Kapitel �Allgemeine Theorie der trans�niten Ordnungszah-len� wiederholt. Ähnlih liegen die Dinge bei der Anwendung der trans�nitenInduktion, und man könnte noh eine Reihe weiterer Beispiele nennen. Aus-führliher ist Shoenflies gegenüber Hausdorff in Bezug auf die Ordinal-zahlarithmetik (Hauptzahlen, Primzahlzerlegung), ferner bei der Darstellungder wihtigen Ergebnisse von Paul Mahlo (1883�1971), den Hausdorfflediglih im Anhang kurz erwähnt, obwohl sih Mahlo in seinen Arbeiten di-196NL Hilbert, Niedersähsishe Staats- und Universitätsbibliothek zu Göttingen, Hand-shriftenabteilung, Nr. 136.



rekt an Hausdorffs Untersuhungen über geordnete Mengen angeshlossenhatte.197Im Teil über die Punktmengen beshränkt sih Shoenflies auf die Punkt-mengen des R3 :Die Punktmengen, die wir betrahten, sind Punktmengen des ge-wöhnlihen euklidishen Raumes.198In einer Fuÿnote merkt er an, daÿ man alles auh auf den Rn übertragen könne.Dann heiÿt es in der Fuÿnote weiter:Die Punktmengen des R1 von unendlih vielen Dimensionen bleibenhier auÿer Betraht; für sie vgl. Beriht II ([Sh 1908a℄ � W. P.), S.83�.199Shoenflies maht keinerlei Versuh einer Synthese hin zu einem allgemeine-ren Raumbegri�. Er stellt die Punktmengentheorie durhaus auf dem aktuellenStand dar; z. B. werden � wenn möglih � Begri�e und Sätze der Punktmen-gentheorie des R1 auf beliebige Ordnungstypen übertragen. Die Darstellung istaber vollkommen traditionell und fuÿt zum groÿen Teil noh auf dem Can-torshen Ableitungsbegri�. Die Übershriften der einzelnen Kapitel belegendies ausreihend: I. Einige Hilfssätze über Grenzpunkt und Stetigkeit, II. DieAbleitungen, III. Struktur und Mähtigkeit der Punktmengen, IV. Die abge-shlossenen und perfekten Mengen, V. Inhalt und Meÿbarkeit der Punktmen-gen, VI. Beispiele und Anwendungen.Die Beziehungen der Mengenlehre zur Logik und die Antinomienproblema-tik hat Shoenflies bewuÿt ausgeklammert, wie er im Vorwort betont. Erverweist jedoh öfter auf seine Arbeit Über die Stellung der De�nition in derAxiomatik ([Sh 1911℄), in der er seine Ansihten zu Grundlagenfragen darge-stellt hat. Shoenflies meint dort, daÿ die Mengenlehre �allmählih in philo-sophishes Fahrwasser geraten� sei und deshalb �die zwingende Kraft, die dermathematishen Shluÿweise innewohnt, zu einem Teile verloren� habe. AlsVertreter der philosophishen Rihtung nennt er Peano, Russell und Hes-senberg. Auh Zermelo sei �innerlih durh die Arbeiten beein�uÿt, die vonden philosophishen Mengentheoretikern herrühren.� Er wirft Hessenbergund Zermelo vor, daÿ sie nur Mengen zulassen wollen, die man mittels derAxiome aus vorhandenen Mengen ableiten kann, wobei man a und fag unter-sheiden müsse. Diese Forsher seien �augensheinlih eingeshühtert � � � durhdas Gespenst der Russellshen Mengen und ähnliher Paradoxa.� Shoenfliesist � im Gegensatz zu Hausdorff � niht der Meinung, daÿ die Mengenlehredas Fundament der Mathematik ist:Die Mengenlehre kann unmöglih die Aufgabe haben, bei der axioma-tishen Grundlegung ihrer Begri�e und Beziehungen auh das gesamte197S. dazu [GotKre 1984℄.198[Sh 1913℄, S. 229.199Ebd., S. 229.



Gebiet der Arithmetik und Analysis vor ihr Forum zu ziehen. Sie muÿsih darauf stützen können, daÿ sie gewisse Hilfsbegri�e von den andernWissenshaften entlehnt, insbesondere also den Funktionsbegri� und dasihm äquivalente Zermeloshe Aussonderungsprinzip.200Abshlieÿend plädiert Shoenflies dafür, die Mathematik solle �die Erledi-gung der Paradoxa ruhig dem Philosophen überlassen.� Er beendet die Arbeitmit dem Motto: �Für den Cantorismus, aber gegen den Russellismus!�Shoenflies stand mit seinen Ausführungen einem platonistishen Stand-punkt, wie Cantor ihn vertreten hatte, sehr nahe. Obwohl sih Hausdorffzu dieser Arbeit niht geäuÿert hat, war er damit gewiÿ niht einverstanden. Esbrauht auh kaum erwähnt zu werden, daÿ Shoenflies mit diesen bereits1911 antiquierten Ansihten keine Resonanz gefunden hat.Hausdorffs Buh atmet den Geist einer neuen Zeit. An die Spitze der Dar-stellung der allgemeinen Mengenlehre stellt er eine ausführlihe Mengenalgebramit z. T. neuen, zukunftsweisenden Konzepten (Di�erenzenketten, Mengenrin-ge und Mengenkörper, Æ- und �-Systeme). Diese Einführungskapitel über Men-gen und ihre Verknüpfungen stellen sozusagen die mathematishe Sprahe derZukunft bereit; sie sind auh für alle Mathematiker von Interesse, die für ih-re Arbeit in keiner Weise trans�nite Zahlen benötigen. Insbesondere gelingtes Hausdorff, den Funktionsbegri� mengentheoretish zu begründen.201 Ge-genüber Shoenflies erreiht Hausdorff auf der Grundlage seiner Einfüh-rungskapitel eine viel bessere kalkülmäÿige Durhdringung und eine prägnan-tere Darstellung des gesamten Sto�es.Die groÿen thematishen Abshnitte (Kardinalzahlen, Ordnungstypen, Ordi-nalzahlen) beginnt Hausdorff mit den allgemeinen Begri�en, entwikelt dieTheorie systematish und shreitet dann gegebenenfalls zu speziellen Beispie-len und Anwendungen fort. Inhaltlih geht er in dem Kapitel �Beziehungenzwishen geordneten und wohlgeordneten Mengen� bei einer Reihe von The-men weit über Shoenflies hinaus (z. B. Element- und Lükenharaktere inKomplexmengen und Produkten, ��-Mengen202, nihtarhimedishe Ordnun-gen und Hahnsher Einbettungssatz).Die Überlegenheit von Hausdorffs Grundzügen gegenüber dem Shoen-fliesshen Werk wird besonders im Teil über die Punktmengen deutlih. Hierwird eine allgemeine Theorie axiomatish entwikelt, welhe die alte Punkt-mengenlehre als sehr speziellen Fall enthält. Der zentrale Begri� dieser Theo-rie, der Hausdorffshe Begri� des topologishen Raumes, ist eine groÿartigeSynthese aus vershiedenen Entwiklungen.203 Auf der Basis dieses allgemeinenRaumbegri�es werden dann grundlegende Begri�e und Sätze der klassishen200[Sh 1911℄, S. 249.201S. dazu den Artikel Zum Begri� der Funktion, dieser Band S. 621�633.202S. dazu den Artikel über Hausdorffs Theorie der ��-Mengen und ihre Wirkungsge-shihte, dieser Band, S. 645�674.203Dies wird eingehend im Artikel Zum Begri� des topologishen Raumes, dieser Band,S. 675�744, dargestellt. Die vershiedenen Abshwähungen und Vershärfungen des Haus-dorffshen Trennungsaxioms behandelt der Artikel Trennungsaxiome, dieser Band, S. 745�751.



Punktmengenlehre � soweit möglih � auf den allgemeinen Fall übertragen unddamit zum Bestandteil der neu gesha�enen Topologie. Aber Hausdorff lei-stet niht nur diese �Übersetzungsarbeit�, sondern er entwikelt dabei auhgrundlegende Konstruktionsverfahren der Topologie wie Kernbildung (o�enerKern, insihdihter Kern) und Hüllenbildung (abgeshlossene Hülle), und erarbeitet die fundamentale Bedeutung des Begri�s der o�enen Menge (�Gebiet�)und des von Fréhet eingeführten Kompaktheitsbegri�s heraus. Er entwikeltferner die Theorie des Zusammenhangs, insbesondere durh Einführung derKomponenten bzw. Quasikomponenten.204 Mittels des ersten und shlieÿlihdes zweiten Abzählbarkeitsaxioms werden die betrahteten Räume shrittweiseweiter spezialisiert.205 Eine groÿe Klasse von Räumen, die dem ersten Abzähl-barkeitsaxiom genügen, bilden die metrishen Räume. Hausdorff entwikeltihre Theorie ausführlih und bereihert sie durh eine Reihe neuer Konzepte(Hausdor�-Metrik, Vervollständigung, Totalbeshränktheit, �-Zusammenhang,reduzible Mengen).206 Mit den vollständigen separablen metrishen Räumenkommt Hausdorff den Eigenshaften der euklidishen Räume shon näher,auf welhe er anshlieÿend kurz eingeht. Den Abshluÿ der Punktmengenkapitelbilden Ausführungen über die euklidishe Ebene (u.a. der Jordanshe Kurven-satz).Auh die Paragraphen über Abbildungen und über Maÿ- und Integrations-theorie bestehen durh die Allgemeinheit des eingenommenen Standpunktesund die Originalität der Darstellung.207 Der Anhang shlieÿlih enthält daswohl spektakulärste Einzelresultat des ganzen Buhes, nämlih HausdorffsSatz, daÿ man im Rn für n � 3 niht auf allen beshränkten Teilmengen einenInhalt de�nieren kann. Der Beweis beruht auf Hausdorffs paradoxer Kugel-zerlegung, für deren Herstellung man das Auswahlaxiom benötigt. Satz undBeweis hat Hausdorff gleihzeitig auh in den Mathematishen Annalen ver-ö�entliht.208Im Verlaufe des 20. Jahrhunderts wurde es zum Standard, mathematisheTheorien mengentheoretish - axiomatish aufzubauen. Die axiomatishe Me-thode wirkte dabei, was ihre Zielstellung betraf, in vershiedenen Rihtungen.Zum einen ging es darum, existierende Theorien axiomatish zu begründen, wiees Hilbert für die euklidishe Geometrie und Zermelo für die Mengenlehregetan hatten. Zum anderen diente die Sha�ung axiomatish begründeter allge-meiner Theorien dazu, den gemeinsamen strukturellen Kern aus vershiedenenkonkreten Fällen oder Teilgebieten herauszushälen und dann eine abstrakteTheorie aufzustellen, die alle diese Teile als Spezialfälle enthielt und die soeinen groÿen Gewinn an Vereinfahung, Vereinheitlihung und damit letztlihan Denkökonomie mit sih brahte. Hausdorff selbst hat diesen Gesihts-204S. dazu den Artikel Zusammenhang, dieser Band, S. 752�756.205Zu den Abzählbarkeitsaxiomen und den Separabilitätseigenshaften von Räumen s. denArtikel Abzählbarkeitsaxiome, dieser Band, S.757�761.206S. dazu die entsprehenden Kommentare, dieser Band, S. 762�787.207S. dazu den Kommentar �Maÿ- und Integrationstheorie�, dieser Band, S. 788�800.208Wiederabdruk mit ausführlihem Kommentar im Band IV dieser Edition, S. 3 � 18.



punkt besonders hervorgehoben (Grundzüge, S. 211.)209In der Algebra haben wir mit E. Steinitz' Theorie der Körper ([Ste 1910℄)und mit A. Fraenkels Ringtheorie ([Fr 1914℄) erste Beispiele solher axioma-tisher Theorien. Allgemeingut wurde die abstrakte Au�assung in der Algebraerst durh das Wirken von Emmy Noether (1882�1935) und ihrer Shule210;die erste lehrbuhmäÿige Darstellung war van der Waerdens zweibändigeModerne Algebra von 1930/31.In der Topologie stammen erste Versuhe axiomatisher Raumtheorien vonMaurie Fréhet (1878�1973) ([Fré 1906℄) und von Friedrih Riesz (1880�1956) ([Ri 1907℄). Beide waren aber noh niht zu einer weit genug entwikeltenTheorie gekommen.211 Die topologishen Kapitel der Grundzüge brahten so-mit niht nur eine Reihe einshlägiger neuer Begri�e und Resultate, sondernsie waren auh methodish eine Pionierleistung und insofern rihtungsweisendfür die gesamte moderne Mathematik.Die sih in dieser methodishen Neuorientierung manifestierende Au�assungvom Wesen der Mathematik hatte sih Hausdorff shon viele Jahre vor Nie-dershrift der Grundzüge gebildet, ja sogar geraume Zeit vor den Verö�entli-hungen von Fréhet und Riesz. Eine sehr wihtige Anregung dazu dürftevon den Grundlagen der Geometrie ausgegangen sein, die D.Hilbert 1899 ver-ö�entliht hatte. Wir wissen aus einem Brief Hausdorffs an Hilbert vom12.10.1900, wie stark er davon beeindrukt war.212 Hausdorff betrahtet esals groÿen Fortshritt, daÿ sih die Geometrie zu seiner Zeit � niht zuletztunter dem Eindruk von Hilberts Grundlagen der Geometrie � immer mehrals autonome Wissenshaft verstand. Indem Hilbert die Geometrie niht alsWissenshaft vom �wirklihen� Raum, sondern als reines Gedankengebilde auf-faÿt, überwindet er die Heteronomie der Geometrie und sha�t eine autonomeWissenshaft. In einem etwa 1904/1905 entstandenen Fragment, übershriebenmit �Der Formalismus�, shreibt Hausdorff:In der ganzen philosophishen Disussion seit Kant ist die Mathema-tik, oder wenigstens die Geometrie, stets als heteronom behandelt wor-den, als abhängig von einer fremden Instanz, die wir, nähere Bestimmungvorbehalten, als Anshauung bezeihnen können, mag es nun reine oderempirishe, subjetive oder wissenshaftlih orrigirte, angeborene odererworbene Anshauung sein. Von dieser Abhängigkeit sih zu befreien,aus der Heteronomie zur Autonomie sih durhzukämpfen war die wih-tigste prinipielle Aufgabe der modernen Mathematik, zu deren Lösungallerdings mehr der innere Betrieb und die thatsählihen Leistungendieser Wissenshaft als ihr shon längst etwas erkaltetes Bedürfnis nah209Es ist bemerkenswert, daÿ noh im Jahre 1922 Stefan Banah (1892 � 1945) ganzähnlih wie Hausdorff argumentierte, um seine axiomatishe Einführung der normiertenlinearen Räume zu rehtfertigen. ([Ba 1922℄, S. 134).210S. [Co 1996℄.211Näheres zu Fréhet und Riesz s. dieser Band, S. 701 �.212Hausdorff shreibt darin, daÿ er sih zu den �aufrihtigen Bewunderern� der Hil-bertshen Shrift zählt und daÿ deren Lektüre einen �höhstgesteigerten Kritiismus � � � alsphilosophishe Grundstimmung hinterlässt.� (NL Hilbert, Nr. 136.)



philosophisher Verständigung gedrängt haben.213Eine autonome Mathematik muÿ von inde�niblen Grundbegri�en und vonAxiomen ausgehen; ihre Sätze werden durh Deduktion nah den Gesetzender formalen Logik bewiesen. Dazu heiÿt es in Hausdorffs Vorlesung Zeitund Raum aus dem Wintersemester 1903/04214:Die Mathematik sieht vollständig ab von der atualen Bedeutung, dieman ihren Begri�en geben, von der atualen Gültigkeit, die man ihrenSätzen zusprehen kann. Ihre inde�nablen Begri�e sind willkürlih ge-wählte Denkobjete, ihre Axiome willkürlih, jedoh widerspruhsfrei ge-wählte Beziehungen zwishen diesen Objeten. Die Mathematik ist Wis-senshaft des reinen Denkens, gleih der formalen Logik.215Und im Hinblik auf die mathematishe Shiht des Raumbegri�es216 heiÿt es:Also: der Raum eine logishe Constrution, nämlih Inbegri� allerSätze, die logish folgen aus den willkürlih gewählten Axiomen, wobeidie vorkommenden Begri�e willkürlih gewählte Denkelemente sind.217In dem oben genannten Formalismus-Fragment shreibt Hausdorff dazu:Die reine Mathematik, die �freie�, autonome Mathematik betrahtetGedankendinge, Symbole von unbestimmter Bedeutung, die keinem an-dern Zwange als dem der logishen Denkbarkeit, der Widerspruhsfreiheitunterworfen sind. Sobald diesen Symbolen ein atueller Sinn beigelegtwird, eine Beziehung zur Wirklihkeit, treiben wir angewandte Mathe-matik.218Hausdorff besitzt eine klare Einsiht in das Wesen von Grundbegri�en, De-�nitionen, Axiomen und Sätzen einer solhen autonomen Mathematik:De�nition und Dedution [sind℄ keine absoluten Bestimmungen, son-dern Relationen eines Begri�s zu andern Begri�en, eines Urtheils zu ande-ren Urtheilen [. . . ℄, wobei also zuletzt primitive Elemente, d. h. unerklärteBegri�e und unbewiesene Urtheile (Axiome) übrig bleiben müssen. Manwird in der Auswahl dieser Elemente einen gewissen Spielraum habenund ihre Anzahl, falls daran etwas liegt, auf ein Minimum herabdrükenkönnen, aber völlig zu vermeiden sind sie keineswegs.219Insbesondere darf sih die so verstandene Mathematik niht auf die Anshauungals Beweisgrund stützen:213NL Hausdorff : Kapsel 49 : Fasz. 1067, Bll. 6�7.214Sowohl das oben genannte Formalismus-Fragment, als auh die Vorlesung Zeit und Raumwerden im Band VI dieser Edition vollständig abgedrukt.215NL Hausdorff : Kapsel 24 : Fasz. 71, Bl. 4.216S. dazu diesen Band, S. 690 �.217Ebd., Bl. 31.218NL Hausdorff : Kapsel 49 : Fasz. 1067, Bl. 4.219Ebd., Bl. 8�9.



Die Anshauung ist ungenau, beshränkt, irreführend, individuell,wandelbar, während die Mathematik genau, unbeshränkt, zuverlässig,allgemein, unveränderlih sein soll.220Hausdorff war in seiner Kritik der Anshauung jedoh keineswegs dogma-tish; er shätzte ihren groÿen heuristishen und pädagogishen Wert. So heiÿtes in der Vorlesung Zeit und Raum:Sie [die Anshauung � W. P.℄ hat unshätzbaren heuristishen, päda-gogishen, illustrativen Werth, suggerirt uns neue Ideen, hilft Verwikel-tes mit einem Blike übersehen, prägt sih mit unvergleihliher Lebhaf-tigkeit dem Gedähtnisse ein; aber sie beweist nihts, noh niht einmaldie Denkbarkeit des Angeshauten.221Wenn man die obigen Zitate Revue passieren läÿt, könnte man zunähst ver-wundert sein, daÿ Hausdorff keinen Versuh gemaht hat, �das Fundamentdes Fundamentes� (Grundzüge, S.1) auh zu sihern, d. h. die Mengenlehreselbst axiomatish aufzubauen. Er kannte natürlih Zermelos Axiomatisie-rung, hielt diesen Versuh aber noh niht für abgeshlossen:Den [. . . ℄ notwendigen Versuh, den Prozeÿ der uferlosen Mengen-bildung durh geeignete Forderungen einzushränken, hat E. Zermelounternommen. Da indessen diese äuÿerst sharfsinnigen Untersuhungennoh niht als abgeshlossen gelten können und da eine Einführung desAnfängers in die Mengenlehre auf diesem Wege mit groÿen Shwierigkei-ten verbunden sein dürfte, so wollen wir hier den naiven Mengenbegri�zulassen, dabei aber tatsählih die Beshränkungen innehalten, die denWeg zu jenem Paradoxon abshneiden.222Gewiÿ wird es Hausdorff niht entgangen sein, daÿ Zermelos Begri� der�de�niten Eigenshaft� an Präzision zu wünshen übrig lieÿ. Im weiteren Ver-lauf der Grundzüge geht Hausdorff auf Grundlagenfragen niht mehr ein. Beider Herleitung seines Kugelparadoxons beispielsweise benutzt er das vieldisku-tierte Auswahlaxiom, ohne es überhaupt zu nennen.2233. Zur Rezeption der Grundzüge der Mengenlehre3.1 Allgemeine Bemerkungen. Die Fundamenta MathematiaeHausdorffs Grundzüge ershienen � wie shon erwähnt � im April 1914,in einer bereits spannungsgeladenen Zeit am Vorabend des 1. Weltkrieges. ImAugust 1914 begann der Krieg, der auh das wissenshaftlihe Leben in Eu-ropa in dramatisher Weise in Mitleidenshaft zog. Unter diesen Umständen220Ebd., Bl. 9.221NL Hausdorff : Kapsel 24 : Fasz. 71, Bl. 56.222[H 1914a℄, S. 2.223Hausdorffs Stellung zu den Grundlagendebatten wird in [H 1908℄ besonders deutlih;es sei in diesem Zusammenhang auf den entsprehenden Kommentar im Band I dieser Editionverwiesen.



konnte Hausdorffs Buh in den ersten fünf bis sehs Jahren nah seinem Er-sheinen kaum wirksam werden. Es mag auh eine Rolle gespielt haben, daÿnah wie vor nur ganz wenige der etablierten Mathematiker auf dem Gebiet derMengenlehre forshten, so daÿ erst nah dem Kriege von einer neuen, jungenForshergeneration die zukunftsweisenden Impulse der Grundzüge aufgenom-men wurden. Jedenfalls nahm man in den führenden deutshen mathemati-shen Fahzeitshriften bis weit nah dem 1.Weltkrieg von Hausdorffs Buhüberhaupt keine Notiz. So werden die Grundzüge in den Mathematishen An-nalen bis Band 82 (1921) von niemand zitiert, ausgenommen von Hausdorffselbst in seiner berühmten Arbeit Dimension und äuÿeres Maÿ.224 Im Journalfür die reine und angewandte Mathematik werden die Grundzüge erstmals imBand 155 (1926) zitiert. Es ist auh bemerkenswert, daÿ dieses wihtige Buhim Jahresberiht der DMV niht besprohen wurde, so daÿ Hausdorff 1917shlieÿlih zur Selbsthilfe gri� und eine Selbstanzeige einrüken lieÿ.225Immerhin gab es eine ganze Reihe von Rezensionen der Grundzüge.226 Ei-ne erste ershien bereits 1914 im Literarishen Zentralblatt für Deutshland.Dort wurden [H 1914a℄, [Sh 1913℄ und [Koe 1914℄ gemeinsam besprohen.Der Teil über die Grundzüge ist inhaltlih dürftig und beshränkt sih im we-sentlihen auf die Aufzählung von Themen. 1915 gab es drei Rezensionen, ei-ne zwar freundlihe, aber niht sehr detaillierte von Heinrih Wieleitner(1874�1931) in der Zeitshrift für mathematishen und naturwissenshaftli-hen Unterriht, eine von dem Wiener FunktionentheoretikerWilhelm Gross(1886�1918) in Monatshefte für Mathematik und Physik, welhe die Originali-tät des Hausdorffshen Werkes hervorhebt, ohne sehr ins Einzelne zu gehen,und eine von dem in der Mengenlehre bestens bewanderten Giulio Vivanti(1859�1949) im Bolletino di bibliogra�a e di storia delle siene matematihee �sihe. Diese Rezension wird Hausdorffs Leistung sehr viel besser gerehtals die oben genannten. Vivanti zitiert z. B. Hausdorffs Umgebungsaxio-me im Wortlaut und legt den Shwerpunkt seiner inhaltsreihen Besprehungauf die topologishen Kapitel der Grundzüge. Er shlieÿt mit der Überzeugung,daÿ Hausdorffs Buh �ein wihtiger Shritt nah vorn sowohl im Hinblik aufVerallgemeinerung als auh hinsihtlih der Strenge ist.�Gering war die Resonanz in Frankreih. 1916 ershien anonym eine neun-zeilige Besprehung in L'enseignement mathématique, die immerhin beshei-nigt, daÿ Hausdorffs Buh eine exellente Einführung in das Studium derMengenlehre ist, und die ansonsten sinngemäÿ einige Passagen aus Haus-dorffs eigener Einleitung wiederholt. Das Bulletin des Sienes Mathéma-tiques, welhes regelmäÿig zahlreihe Büher besprah, nahm weder von denGrundzügen noh von [H 1927a℄ und [H 1935a℄ Notiz.227 Selbst ein Forsher wieFréhet, der an Hausdorffs Buh ein vitales Interesse haben muÿte, hat esnah eigenem Zeugnis erst nah dem Ende des Krieges gelesen; er shrieb 1921:224Abdruk mit Kommentar: Band IV dieser Edition, S. 19�54.225S. diesen Band, S. 829.226Alle uns bekannt gewordenen Rezensionen sind in diesem Band, S. 827�855, abgedrukt.227Durhgesehen wurden die Bände bis 1940.



Ce n'est qu'après la guerre j'ai pu lire l'intéressant Livre de Haus-dor�.228Es ist vielleiht auh bezeihnend, daÿ die Besprehung der Grundzüge imJahrbuh über die Fortshritte der Mathematik von keinem prominenten Mathe-matiker vorgenommen wurde, sondern vom Herausgeber des Jahrbuhs selbst,dem greisen Emil Lampe (1840�1918), der zwar ein persönliher Freund Can-tors, aber kein Kenner der Mengenlehre war. Lampe wiederholte im wesentli-hen Hausdorffs eigenes Vorwort und nannte dann lediglih die Kapitelüber-shriften der Grundzüge. 1920 ershien eine fast gleihlautende BesprehungLampes im Arhiv der Mathematik und Physik; der Jahrbuhband für 1914/15kam erst 1922 heraus.Eine sehr gründlihe und kompetente Rezension der Grundzüge ershien imDezember 1920 im Bulletin of the Amerian Mathematial Soiety. Ihr AutorHenry Blumberg (1886�1950) hatte 1912 bei Edmund Landau (1877�1938)in Göttingen promoviert und arbeitete hauptsählih auf dem Gebiet der reellenFunktionen. Es ist auh heute noh ein Genuÿ, diese von tiefem Verständnisund Bewunderung für Hausdorffs Werk getragene Besprehung zu lesen.229Blumbergs Rezension fällt in eine Zeit, in der sih eine junge, neue Gene-ration von Forshern anshikte, die Anregungen aufzunehmen, die in Haus-dorffs Buh in so reihem Maÿe enthalten waren, wobei ohne Zweifel dieTopologie im Mittelpunkt des Interesses stand. Unter diesen Forshern sindbesonders zu nennen Stefan Banah, Karol Borsuk (1905�1982), Wi-told Hurewiz (1904�1956), Zygmunt Janiszewski, Bronisªaw Kna-ster (1893�1980),Kazimierz Kuratowski (1896�1980),Antoni �omniki(1881�1941), Stefan Mazurkiewiz, Waªaw Sierpi«ski, Hugo Stein-haus (1887�1972),Alfred Tarski (1901�1983) und Stanislaw Ulam (1909�1984) in Polen, Paul Alexandroff, Lev Tumarkin (1904�1974), AndrejTyhonoff (1906�1993) und Paul Urysohn in Ruÿland,Hans Hahn,KarlMenger (1902�1985) und Leopold Vietoris (1891�2002) in Österreih,Hein-rih Tietze (1880�1964) in Deutshland (viele dieser Forsher jeweils mit ei-ner Reihe von Shülern). Au�allend stark sind Mathematiker aus Polen undRuÿland vertreten, während die Rezeption der Grundzüge durh Mathematikerdes eigenen Landes relativ besheiden blieb. Besonders eng warenHausdorffsBeziehungen zu den russishen Topologen. Es verwundert deshalb niht, daÿer 1929 in einem Brief an Alexandroff shrieb: �Mein Stern geht tatsäh-lih im Osten, d. h. in Moskau auf.� In einem dem Brief beigelegten o�ziellenDankshreiben Hausdorffs anläÿlih seiner Ernennung zum Ehrenmitglied228[Fré 1921℄, S. 367. Es ist dies die zeitlih früheste Erwähnung der Grundzüge beiFréhet. Taylor vermutet, daÿ Fréhet 1919 von dem amerikanishen MathematikerT.H.Hildebrandt auf Hausdorffs Werk aufmerksam gemaht worden ist. Hildebrandtshrieb am 2. 2. 1919 an Fréhet (im Hinblik auf Räume, die durh Umgebungsaxiome de-�niert sind, nah Erwähnung von R. E.Root): �The treatment of this subjet in the latterwork [Hausdorffs Grundzüge � W.P.℄ is one of the best things I know along this line.�([Tay1985℄, S. 284).229Abgedrukt in diesem Band, S. 844�853.



des topologishen Vereins der Universität Moskau heiÿt es � an Alexandroffgerihtet:Es ist mir eine grosse Genugtuung, dass meine Bemühungen um ex-akte Grundbegri�e in der Punktmengenlehre in Ihrem Kreise so rük-haltlose Anerkennung gefunden haben, und ih verfolge mit freudigerAnteilnahme den gewaltigen und umfangreihen Aufbau der Topologie,den Sie und Ihre Shüler auf jenen Grundlagen errihtet haben und nohweiter auszugestalten im Begri� sind.230Russishe Mathematiker hatten auh einen beträhtlihen Anteil an der Rezep-tion der Grundzüge in Deutshland selbst: Von den 34 Arbeiten in den Bänden83(1921) bis 106(1932) derMathematishen Annalen, die Hausdorffs Grund-züge zitieren und die z. T. direkt daran anknüpfen, stammen 16 von russishenAutoren.Eine besondere Rolle bei der Rezeption der Hausdorffshen Ideen spieltedie 1920 in Polen gegründete Zeitshrift Fundamenta Mathematiae. Bereits1917 hatte Z. Janiszewski in einer Denkshrift Vorshläge gemaht, wie ineinem neu erstehenden Polen die Mathematik zu internationaler Bedeutunggeführt werden könne. Er shlug darin vor, die Kräfte auf ein modernes aus-sihtsreihes Gebiet zu konzentrieren und ein spezielles Fahjournal zu grün-den, welhes ausshlieÿlih diesem Spezialgebiet gewidmet sein sollte. Als 1919shlieÿlih Janiszewski, Sierpi«ski und Mazurkiewiz als Professoren ander wiedererstandenen Warshauer Universität vereint waren, wurden diesePläne in die Tat umgesetzt.231 Man wählte als Gebiet die Mengenlehre undihre Anwendungen und gründete mit Fundamenta Mathematiae eine der er-sten mathematishen Spezialzeitshriften mit den Shwerpunkten Mengenlehre,Topologie, Theorie der reellen Funktionen, Maÿ- und Integrationstheorie, Funk-tionalanalysis, Logik und Grundlagen der Mathematik. Ein besonderes Gewihthatte in diesem Spektrum die allgemeine Topologie. Von Band 1 (1920) an wardie Zeitshrift, geführt von Sierpi«ski und Mazurkiewiz,232 ein internatio-nal geahtetes Blatt auf hohem Niveau.Hausdorffs Grundzüge waren in Fundamenta Mathematiae vom erstenBande an mit bemerkenswerter Häu�gkeit präsent. Von den 558 Arbeiten (Haus-dorffs eigene drei Arbeiten niht gerehnet), die in den ersten 20 Bänden von 1(1920) bis 20 (1933) ershienen sind, haben 88 die Grundzüge zitiert. Dabei muÿman noh berüksihtigen, daÿHausdorffs Begri�sbildungen zunehmend All-gemeingut wurden, so daÿ sie auh in einer Reihe von Arbeiten verwendet wer-den, die Hausdorff niht explizit nennen. Die häu�gsten Zitationen beziehensih auf die Übernahme Hausdorffsher Begri�e und Resultate aus dem to-pologishen Teil der Grundzüge. So fuÿt z. B. Urysohns Mémoire sur les mul-tipliités Cantoriennes [U 1925/1926℄, eine Arbeit vom Umfang eines Buhes,230NL Hausdorff : Kapsel 62. Brief vom 4.1.1929 + Beilage.231S. dazu [Du 1996℄, [Kuz 1968℄ und [Kuz 1970℄.232Janiszewski war kurz vor Ersheinen des ersten Bandes der damals grassierenden Vi-rusgrippe erlegen.



in der Urysohn seine Dimensionstheorie entwikelt, völlig auf HausdorffsGrundzügen; diese werden von Urysohn niht weniger als 60 mal angeführt.Auh an andere Teile der Grundzüge knüpfen einige aus heutiger Siht klassi-she Arbeiten unmittelbar an. So warenHausdorffs paradoxe Kugelzerlegungund die damit gewonnene negative Lösung des endlih-additiven Maÿproblemsfür Rn mit n � 3 Quelle berühmter Arbeiten von Banah, Banah/Tarskiund von Neumann.233 In [T 1925℄ wird Hausdorffs Rekursionsformel fürdie Alephexponentiation wesentlih verallgemeinert. Dabei spielt HausdorffsBegri� der Kon�nalität eine grundlegende Rolle.3.2 Lehrbüher der allgemeinen Mengenlehre und der allgemeinen Topologienah 1914In den kommentierenden Essays und in den Anmerkungen zum Text derGrundzüge wird auf eine Reihe von Entwiklungen, die sih aus HausdorffsWerk ergeben haben, im Detail eingegangen. Aus dem Nahlaÿ Hausdorffsgeht hervor, daÿ er sih für einige in den zwanziger Jahren � niht zuletzt durhseine Vorarbeit � rash aufblühende Gebiete der allgemeinen Topologie beson-ders interessiert hat, wie z. B. die Metrisationssätze, die Dimensionstheorie,die Theorie der Kontinua (insbesondere die der Kurven) und die deskriptiveMengenlehre. Hierauf wird im Band III im Zusammenhang mit der Editionder weiteren topologishen Verö�entlihungen Hausdorffs und mit dem Ab-druk einer Reihe von Stüken aus dem Nahlaÿ genauer eingegangen.234 Hiersollen lediglih einige Bemerkungen zur Lehrbuhsituation in der Mengenlehreund der allgemeinen Topologie nah 1914 und zum Verhältnis der jeweiligenLehrbuhautoren zu Hausdorffs Grundzügen � soweit sih dies belegen läÿt� folgen.Das erste Lehrbuh der allgemeinen Mengenlehre nah 1914 war A. Fraen-kels Einleitung in die Mengenlehre ([Fr 1919℄). Es war im Kriege entstandenund führte auf elementarem Niveau in die Mengenlehre ein. Im Vorwort heiÿtes: Wer vom Standpunkt des Mathematikers aus das mengentheoretisheGebäude gründlih kennenlernen will, darf sih daher mit dem vorliegen-den Bühlein niht begnügen, sondern muÿ noh zu einer der am Shluÿangeführten Shriften (am besten zu Herrn Hausdorffs �Grundzügen�)greifen.2351923 ershien eine zweite Au�age von Fraenkels Werk, bereits in Springersgelber Reihe. Gegenüber der ersten Au�age waren die Grundlagenfragen aus-führliher behandelt und insbesondere die Zermeloshe Axiomatisierung mit233[Ba 1923℄, [BaT 1924℄, [Neu 1929℄. Die Folgeentwiklung von Hausdorffs Kugelparado-xon ist im Band IV dieser Edition, S. 11�18, eingehend diskutiert.234Reihhaltiges historishes Material zur Entwiklung der allgemeinen Topologie �ndetman in [AuLo 1997/1998℄.235[Fr 1919℄, S. IV. Die �angeführten Shriften� sind neben den Grundzügen die Originalar-beiten Cantors, die Shoenfliesshen Berihte und [He 1906℄.



eigenen Ergänzungen Fraenkels dargestellt. Das obige Zitat wird im Vorwortwiederholt. Die dritte Au�age von Fraenkels Einleitung in die Mengenlehreershien 1928, wiederum erweitert und aktualisiert. An Lehrbühern für die�abstrakte Mengenlehre� nennt Fraenkel hier � �etwa in der Reihenfolge vonden elementareren zu den tiefergehenden Darstellungen�� [Gr 1924℄, [He 1906℄,[N 1923℄, [Li 1926℄, [H 1914 a℄, [H 1927 a℄.236 Obwohl [Fr 1928℄ als ein vollwer-tiges Lehrbuh der allgemeinen Mengenlehre bezeihnet werden kann, shriebFraenkel selbst:Für eindringende Studien kommt allein das ausgezeihnete Lehrbuhvon Hausdor� in Betraht.237Ebenfalls 1928 ershien in der Sammlung Göshen Erih Kamkes (1890�1961)Mengenlehre. Entsprehend dem Zwek der Sammlung sollte dieses Bänd-hen, welhes die allgemeine Mengenlehre und einige Elemente der Punktmen-gentheorie des Rn enthielt, Studenten mit einem Basiswissen auf mengentheo-retishem Gebiet ausrüsten. �Für weitergehende Studien auf dem Gesamtgebietder Mengenlehre� emp�elt Kamke Hausdorffs Grundzüge und HausdorffsMengenlehre (s. u.); �wem mehr an der Herausarbeitung des Grundsätzlihenliegt�, der solle zu Fraenkels Bühern [Fr 1927℄, [Fr 1928℄ greifen. Das Büh-lein hat seinen Zwek sehr gut erfüllt; es erlebte nah dem 2. Weltkrieg noh 6weitere Au�agen.In der �Colletion Borel� ershien 1928W. Sierpi«skis Leçons sur les nom-bres trans�nis, wie bereits erwähnt, die Übersetzung von Band 1 seines Zarysteoryi mnogo±i. Das Vorwort shrieb Borel; er betont dort, daÿ die Theorieder trans�niten Zahlen in seiner �Colletion� shon seit 1898 von ihm selbst,von Baire und von Lebesgue behandelt worden sei, aber immer im Hinblikauf die Anwendungen in der Analysis. Sierpi«ski behandle sie hier erstmalsals eine eigenständige Theorie, unabhängig von den Anwendungen. Ein zweiterwesentliher Untershied bestehe darin, daÿ Sierpi«ski an die Realität allertrans�niten Zahlen glaube und Zermelos Auswahlprinzip und seinen Beweisdes Wohlordnungssatzes akzeptiere. In Bezug auf Hausdorff hinterläÿt dasWerk den merkwürdigen Eindruk, als sei dieser Autor mit seiner freien Auf-fassung vom Wesen der Mathematik in Frankreih und insbesondere in der�Colletion Borel� niht so reht opportun gewesen. Obwohl in Fuÿnoten zahl-reihe Literaturhinweise gegeben werden238, wird Hausdorff niht einmal ander Stelle genannt, wo von regulären und singulären Anfangszahlen die Redeist. Es gibt einen einzigen Hinweis auf die Grundzüge: Nahdem Sierpi«skiden Wohlordnungssatz in der Form �tout ensemble a la même puissane qu'unensemble bien ordonné� ausgesprohen hat, heiÿt es:236[Gr 1924℄ ist eine ganz elementare Einführung von 49 Seiten, [N 1923℄ bringt in einigenKapiteln auh die Theorie der trans�niten Zahlen, [Li 1926℄ ist trotz anderslautendem Titelim wesentlihen eine kurze Einführung in die Mengenlehre. Für den holländish sprehendenLeser wird auh noh [HShog 1926℄ erwähnt.237[Fr 1928℄, S. 394.238Eine Bibliographie hat das Buh niht.



Plusiers auteurs, suivant M. Zermelo, expriment e théorème en disantque tout ensemble peut être bien ordonné.239Hier shlieÿt sih folgende Fuÿnote an:Par exemple, F. Hausdor�, Gründzuge [si!℄ der Mengenlehre, Leipzig1914, p. 133.Daÿ Sierpi«ski Hausdorff niht geshätzt habe, kann gewiÿ niht gesagtwerden, denn er hat in Fundamenta Mathematiae in einer Reihe von ArtikelnHausdorff zitiert und in einigen Arbeiten unmittelbar an ihn angeshlossen.Das Vorwort Borels zu Sierpi«skis Leçons läÿt erkennen, daÿ er seine frü-heren Vorbehalte und Einshränkungen im Hinblik auf die Mengenlehre auhEnde der zwanziger Jahre noh voll aufrehterhielt. Erst die junge Genera-tion französisher Mathematiker, die sih in der Gruppe Bourbaki zusam-menshloÿ, hat sih über diese Vorbehalte hinweggesetzt � für sie war Haus-dorffs Werk ein wihtiger Bezugspunkt (s. u.).Hausdorff selbst hatte Anfang 1927 ein Lehrbuh mit dem Titel Men-genlehre vorgelegt ([H 1927a℄). Es war als zweite, neubearbeitete Au�age derGrundzüge deklariert, in Wirklihkeit aber ein neues Buh. Weggelassen warengroÿe Teile der Theorie der geordneten Mengen, die Maÿ- und Integrationstheo-rie und die Abshnitte über euklidishe Räume. �Mehr als diese Streihungenwird vielleiht bedauert werden� � so Hausdorff im Vorwort �daÿ ih zu weiterer Raumersparnis in der Punktmengenlehre den to-pologishen Standpunkt, durh den sih die erste Au�age ansheinend vie-le Freunde erworben hat, aufgegeben und mih auf die einfahere Theorieder metrishen Räume beshränkt habe, [. . . ℄240Gewissermaÿen als Ausgleih hat Hausdorff hier erstmalig den aktuellenStand der deskriptiven Mengenlehre dargestellt bis hin zu neuesten Ergeb-nissen Niolai Lusins (1883�1950), die sih zum Zeitpunkt der Niedershriftder Mengenlehre noh bei den Fundamenta im Druk befanden. So gesehenist Hausdorffs Buh auh eine Monographie über ein mengentheoretishesSpezialgebiet und als solhe fast ebenso gründlih rezipiert worden wie dieGrundzüge.241Weitere spezielle Monographien stammten von Fraenkel, Lusin und Sier-pi«ski. 1927 ershienen Fraenkels Zehn Vorlesungen über die Grundlegungder Mengenlehre ([Fr 1927℄). Dieses Werk war ausshlieÿlih den Grundlagenfra-gen gewidmet, insbesondere dem axiomatishen Aufbau der Mengenlehre nahZermelo � Fraenkel. Aber auh der intuitionistishe Standpunkt wurdeeingehend dargestellt. Beziehungen zu Hausdorff �nden sih in diesem Buhniht.239[Si 1928a℄, S. 231.240[H 1927a℄, S. 5/6. Das Buh wird im Band III dieser Edition abgedrukt. Dort wirdauh auf die Reaktion vershiedener Mathematiker auf diesen Wehsel des Standpunkteseingegangen.241S. dazu die historishe Einführung zu Band III dieser Edition.



1930 kamen in der �Colletion Borel� Lusins Leçons sur les ensembles analy-tiques et leurs appliations ([Lus 1930℄) heraus, eine Monographie über deskrip-tive Mengenlehre mit sehr ausführlihen philosophishen Re�exionen (etwa imSinne Borels). Hausdorffs Grundzüge werden in diesem Buh niht zitiert,seineMengenlehre gelegentlih, z. B. an der Stelle, wo Lusin über Trennbarkeitdurh Borelmengen handelt. Dort heiÿt es, wohl auh mit Rükblik auf die vonden Grundzügen ausgehende Entwiklung:C'est à l'éminent géomètre allemand qu'on doit le premier l'idéegénérale de séparation des ensembles si importante dans la Topologie.242Philosophish lagen Hausdorff und Lusin denkbar weit auseinander. ZumVerhältnis beider Forsher und zu näheren Einzelheiten über Lusins Werk muÿerneut auf die historishe Einleitung und die Kommentare im Band III dieserEdition verwiesen werden.Einem sehr speziellen Fragenkreis war die MonographieHypothèse du ontinuvon Sierpi«ski gewidmet ([Si 1934a℄). Ihm ging es insbesondere um Aussagen,die zur Kontinuumhypothese äquivalent sind (z. B. in der Theorie der reellenFunktionen, der Maÿtheorie und anderen Gebieten). Das Werk beruhte haupt-sählih auf Forshungen von Sierpi«ski selbst und von Lusin und Kuratow-ski. Hausdorff wird nur im Hinblik auf einige grundlegende Beiträge zitiert(��-Mengen, unerreihbare Kardinalzahlen, verallgemeinerte Kontinuumhypo-these).Die Topologie war nah Ersheinen von Hausdorffs Grundzügen noh lan-ge in zwei fast disjunkte Zweige geteilt, in einen klassishen Zweig mit tiefen,weit zurükreihenden Wurzeln in vershiedenen Gebieten der Mathematik undmit einem Arsenal feinsinniger Methoden (Analysis Situs) und in einen � vonHausdorff erst zu einer Theorie ausgestalteten � mengentheoretishen oderallgemein-topologishen Zweig.243 Das erste eigenständige Buh über allgemei-ne Topologie nah Hausdorffs Grundzügen war M. Fréhets Espaes abs-traits : : : ([Fré 1928℄). Fréhet hatte bereits in seiner Dissertation [Fré 1906℄mit den �lasses (L)� Räume eingeführt, die im allgemeinen keine topologishenRäume im Hausdorffshen Sinne waren. In der Arbeit [Fré 1921℄ führte erdie �lasses (H)�244 ein, die er später �espaes aessibles� nannte. Es sind diesdie topologishen T1-Räume. Fréhet benutzte ab 1925 und dann auh inseinem Buh den Begri� �espae topologique� als eine Art Oberbegri� für ver-shiedene Raumklassen und führte zur Untersheidung für die T2-Räume denBegri� �espae de Hausdor�� ein (erstmals in [Fré 1925℄, dann in [Fré 1926℄und shlieÿlih auh in seinem Buh). Diese Bezeihnung hat sih rash durh-gesetzt.Fréhets Buh war allerdings überhaupt kein Erfolg.Angus Taylor shreibtin seiner detailreihen, die Verdienste und Shwähen Fréhets sorgfältig ab-wägenden Studie folgendes über das Fréhetshe Buh:242[Lus 1930℄, S. 156.243S. dazu insbesondere Abshnitt 3.4.244benannt nah dem amerikanishen Mathematiker E.R. Hedrik.



Fréhet's deision to omit proofs and merely to desribe a greatassortment of ideas and results, with not muh seletive emphasis, madethe book merely a ompendium of de�nitions, fats, and relationships,with a guide to the periodial literature as the only help, if further helpwere needed. This deprived the book of the appeal of a well plannedtextbook whih would instrut, inspire, and enourage young sholars.Fréhet's book was too late on the sene to have any hope of dis-plaing the in�uene of Hausdorff's book of 1914. Moreover, it was notonstruted in a manner to apture the minds of young Frenh mathe-matiians who might readily have preferred a Frenh book to a Germanbook on Topology.245Das tri�t in der Tat den Kern. So hat z. B. André Weil (1906�1998), ei-nes der Gründungsmitglieder der Gruppe Bourbaki, ziemlih abfällige Be-merkungen über Fréhets Buh gemaht.246 Von Fréhets früheren Ideenjedoh haben zahlreihe Mathematiker Anregungen empfangen, insbesondereeine Reihe amerikanisher Topologen, aber auh Alexandroff und Urysohnund niht zuletzt Hausdorff selbst. Tre�end hat Eduard �Ceh (1893�1960)Fréhets Rolle harakterisiert:Fréhet's work in general topology is inentive and rih in new ideas,but it is mainly programmatial, and a omplete and thorough study isseldom given. 247Es war Sierpi«ski, der Fréhets H-Klassen sehr eingehend studierte � vielsystematisher und gründliher als Fréhet selbst � und sie in eine systema-tishe Darstellung der allgemeinen Topologie integrierte, und zwar in seiner1928 in Warshau ershienenen Topologia ogólna, dem Band 2 seines Zarys teo-ryi mnogo±i. Sierpi«ski beginnt mit sehr allgemeinen Räumen, die lediglihdie üblihen Axiome für o�ene Mengen erfüllen, geht dann zu den T1-Räumen(H-Klassen) über, studiert T1-Räume mit abzählbarer Basis, Hausdor�-Räumemit abzählbarer Basis, shlieÿlih normale Räume und dann metrishe Räume.Diese unvollständige Aufzählung zeigt bereits die Grundidee von Sierpi«skisDarstellung: eine Hierarhie von Räumen, bei sehr allgemeinen beginnend undzu immer spezielleren fortshreitend, wird auf ihre jeweiligen Eigenshaften hinuntersuht. Im Vorwort hat er dieses Vorgehen besonders hervorgehoben:Der Inhalt dieses Buhes ist so angeordnet, daÿ die jeweiligen Theore-me in denjenigen Kapiteln bewiesen werden, in denen die für den Beweisnotwendigen Axiome eingeführt worden sind. Die Theoreme eines gege-benen Kapitels sind i. a. niht rihtig für Räume, welhe lediglih denAxiomen des vorhergehenden Kapitels genügen; [. . . ℄248Am Ende der Hierarhie stehen vollständige metrishe Räume. Der Darstel-lung der deskriptiven Mengenlehre in diesen Räumen widmet Sierpi«ski etwa245[Tay 1985℄, S. 361.246[We 1937℄, S. 37.247[�Ce 1937℄, S. 470�471.248[Si 1928b℄, Vorwort.



die Hälfte des Buhes. Hausdorffs Grundzüge werden in den ersten Kapitelnmehrmals zitiert (Theorie des Zusammenhangs, topologishe Räume, Haus-dorffs Trennungsaxiom, Abzählbarkeitsaxiome, metrishe Räume, F�- undGÆ-Mengen), seine Beiträge zur deskriptiven Mengenlehre �nden im letztenKapitel Erwähnung (Borelshe Hierarhie, Mähtigkeit der Borelmengen, re-duzible Mengen).Die Wirkung der Topologia ogólna blieb auf Polen beshränkt; breiter bekanntwurde das Buh erst, nahdem es 1934 in Kanada in englisher Übersetzungershienen war ([Si 1934b℄). Das Werk erlebte nah dem zweiten Weltkriegnoh weitere Au�agen; in diesen führt Sierpi«ski für Hausdorffs Büher [H1914a℄ und [H 1927a℄ � des öfteren Zitierens wegen � eigene Kürzel ein.1933 kam als dritter Band der Serie �Monogra�e Matematyzne� nah denKlassikern [Ba 1932℄ und [S 1933℄ ein weiteres klassishes Werk heraus, C.Kuratowskis Topologie I. Im Vorwort nennt Kuratowski an Bühern, vondenen er bei der Abfassung seines Werkes pro�tiert hat, an erster Stelle dieGrundzüge und die Mengenlehre von Hausdorff, dann Sierpi«skis Topolo-gia ogólna und shlieÿlih Fréhets Les espaes abstraits. Nah Sierpi«ski,Kuratowskis Lehrer, istHausdorff der im Text mit Abstand am meisten zi-tierte Autor.249 Kuratowskis Topologie I war ohne Zweifel das ein�uÿreihsteBuh der �zweiten Generation� über allgemeine Topologie. So wird beispielswei-se in Fundamenta Mathematiae nah 1933 bei Referenzen, die die allgemeineTopologie betre�en, zunehmend auf Kuratowskis Buh verwiesen. RyszardEngelking nennt Kuratowskis Topologie I in einem Artikel über das ma-thematishe Werk von Kuratowski �a masterpiee of mathematial litera-ture.�250Im Kapitel I �Notions fondamentales, alul topologique� entwikelt Ku-ratowski, ausgehend von seinen Hüllenaxiomen, die allgemeine Theorie derT1-Räume, wobei die topologishen Eigenshaften als absolute, als relative undals Eigenshaften im Kleinen studiert werden. Das Kapitel II �Espaes métri-sables et séparables� behandelt zunähst weitere Raumtypen (z. B. spezielleL-Räume, Hausdor�räume, metrishe Räume), um dann die metrisierbaren se-parablen Räume in den Mittelpunkt zu stellen und für ihre Punktmengen undFunktionen eine reihhaltige Theorie zu entwikeln, einshlieÿlih der Elementeder Dimensionstheorie. Im Kapitel III �Espaes omplets� stehen die Eigen-shaften vollständiger Räume im Vordergrund (Cantorsher Durhshnitts-satz, Baires Charakterisierung der Mengen 1. Kategorie) sowie Fortsetzungs-sätze für stetige Abbildungen (Tietze, Hausdorff). Ferner werden die de-skriptive Mengenlehre behandelt und hier vor allem die Abbildungseigenshaf-ten vershiedener Mengenklassen, wodurh die Beziehungen der deskriptiven249Für Kuratowski war Hausdorff zeitlebens ein wihtiger Autor. Als 1969G.Bergmann eine Reihe von Faszikeln aus Hausdorffs Nahlaÿ im Faksimiledruk pu-blizierte ([H 1969℄), hat Kuratowski, damals shon 73 Jahre alt, diese � von der äuÿerenForm her gewiss niht leiht lesbaren � Manuskripte studiert und in einer eigenen Arbeitdirekt darauf Bezug genommen (Kuratowski, C.: On set-valued B-measurable mappingsand a theorem of Hausdor�. In: [AsFlRin 1972℄, S. 355�362).250[En 1998℄, S. 449.



Mengenlehre zur Topologie besonders deutlih werden.Die Wirkung von Kuratowskis Topologie beruhte zu einem niht geringenTeil darauf, daÿ er die vielfältigen Beziehungen der allgemeinen Topologie zurMaÿtheorie, zur Theorie der reellen Funktionen, zur deskriptiven Mengenleh-re und zur Funktionalanalysis aufzeigte und so das Interesse für allgemeineTopologie in weiteren Kreisen von Mathematikern wekte.Speziellen Teilen der allgemeinen Topologie waren die Monographien Di-mensionstheorie [Men 1928℄ und Kurventheorie [Men 1932℄ von K. Mengergewidmet. Diese Gebiete wurden zu groÿen Teilen erst nah Ersheinen derGrundzüge entwikelt; Hinweise auf die Grundzüge gibt es deshalb in diesenWerken nur gelegentlih. Aber auh für Menger waren die Grundzüge �dasStandardwerk der Punktmengenlehre�. In der Kurventheorie heiÿt es, nahdemMenger bemerkt hat, daÿ die alten Kurvenbegri�e, welhe man vor der Ent-wiklung der topologishen Dimensionstheorie hatte, niht befriedigen konnten:Das Standardwerk der Punktmengenlehre aus dem Jahre 1914 enthältdenn auh überhaupt keine De�nition des Begri�es Kurve. Denn, so heiÿtes dort, �die Mengen, die herkömmliherweise diesen Namen führen, sindso heterogen, daÿ sie unter keinen vernünftigen Sammelbegri� fallen.�(Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, 1914, S. 369).251Hausdorff hat sih sowohl für die Dimensionstheorie als auh für die Kur-ventheorie lebhaft interessiert, wie aus zahlreihen Faszikeln in seinem Nahlaÿhervorgeht. Mit Mengers Darstellung war er niht reht zufrieden; zu beidenBühern gibt es im Nahlaÿ je ein umfangreihes Manuskript, in denen Formu-lierungen präzisiert und zahlreihe Beweise verbessert, einige sogar ganz neugefaÿt werden.252Ab den zwanziger Jahren ershienen auh erste Lehrbüher und Monogra-phien über Gegenstände der klassishen Analysis Situs ([V 1922℄, [Ke 1923℄, [Le1924℄, [Le 1930℄, [Re 1932a℄, [Re 1932b℄, [Moo 1932℄, [SeThr 1934℄). Alle dieseWerke benötigen die allgemeine Theorie der topologishen Räume kaum odergar niht und enthalten deshalb keine Darstellung dieses Teils der Topologie;allenfalls wird kurz darauf hingewiesen. So shreibt z. B. Solomon Lefshetz(1884 � 1972) in seinem Buh Topology ([Le 1930℄):Topology or Analysis Situs is usually de�ned as the study of propertiesof spaes or their on�gurations invariant under ontinuous transforma-tions. But what are spaes and their ontinuous transformations?253Lefshetz betrahtet zunähst sehr allgemeine Umgebungsräume, um danneinshränkend festzustellen:From the very general type of spae onsidered so far we proeed towhat might be termed �working spaes� by imposing restritive axioms251[Men 1932℄, S. 78.252Näheres dazu im Band III dieser Edition.253[Le 1930℄, S. 1.



upon the neighborhoods. The set in widest use today goes bak to Haus-dor� [1℄ [Grundzüge � W. P.℄ and haraterizes what we shall all a Haus-dor� spae.254Aus der allgemeinen Topologie werden auf wenigen Seiten metrishe Räumeund Metrisationssätze behandelt; danah geht Lefshetz zu seinem eigent-lihen Thema über, der Topologie der Polyeder und Mannigfaltigkeiten mitAnwendungen auf analytishe Mannigfaltigkeiten und algebraishe Geometrie.Das erste Buh, welhes eine gewisse Synthese der allgemeinen Topologiemit anderen Zweigen der Topologie anstrebte, war die Topologie von Alex-androff/Hopf ([AH 1935℄). Teil 1 dieses Werkes unter dem Titel �Grund-begri�e der mengentheoretishen Topologie� behandelt nah einer kurzen Ein-führung in die allgemeine Theorie der topologishen Räume (wobei die Ku-ratowskishen Hüllenaxiome zugrundegelegt werden) vor allem Räume, diedurh vershiedene Trennungseigenshaften harakterisiert sind, sowie kompak-te Räume. Alexandroff hatte bereits in den zwanziger Jahren daran gear-beitet, die neu entstandene allgemeine Topologie mit den klassishen Zweigender Topologie zu verbinden. In einem Brief Alexandroffs an Hausdorffvom 4. 7. 1926 heiÿt es:[: : :℄ selbst arbeite ih an vershiedenen, im allgemeinen reht shwie-rigen Fragen [: : :℄ die sih alle darauf beziehen, um die bis jetzt bestehendetiefe Shluht zwishen der allgemeinen (mengentheoretishen) und derklassishen Topologie auszufüllen, [: : :℄255Alexandroff war für solherart Bemühungen besonders o�en: Er hatteHaus-dorff gründlih rezipiert256, war einige Zeit bei Brouwer in Blarium gewe-sen und weilte mit Heinz Hopf (1894 � 1971) zusammen im Winter 1927/28bei Alexander, Lefshetz und Veblen in Prineton.Im Vorwort danken die Autoren u. a. auhHausdorff für wertvolle Ratshlä-ge.257 Alexandroff und Hopf betonen, daÿ ihr Vorhaben, die Topologie alsGanzes darzustellen, besonders dadurh ershwert wurde,[. . . ℄, daÿ die Entwiklung der Topologie in zwei voneinander gänz-lih getrennten Rihtungen vor sih gegangen ist: in der algebraish-kombinatorishen und in der mengentheoretishen [. . . ℄258Weiter shreiben sie dann im Vorwort:Als Marksteine in der Entwiklung der mengentheoretishen Topo-logie dürfen der Beriht über Punktmengen von Shoenflies (1908)254Ebd., S. 4.255NL Hausdorff : Kapsel 61.256In einem Brief vom 13. 5. 1926 shreibt er an Hausdorff: �Übrigens merke ih bei meinerjetzigen Vorlesung in Göttingen, daÿ ih Ihre erste Au�age [gemeint sind die Grundzüge �W. P.℄ bereits auswendig zitiere (so dirigieren gute Dirigenten z. B. die BeethovenshenSymphonien auh ohne Partitur!)� (NL Hausdorff : Kapsel 61).257Hausdorff hatte auh von mindestens der Hälfte des Buhes die Korrekturen mitgelesen,wie aus seinem Briefwehsel mit Alexandroff hervorgeht.258[AH 1935℄, S.VII.



und das klassishe Buh von Hausdorff (�Grundzüge der Mengenleh-re�, 1914) gelten.259An weiteren Bühern nennen Alexandroff und Hopf für die mengentheo-retishe Topologie [Fré 1928℄, [Men 1928℄, [Men 1932℄ und [Ku 1933℄, für dieklassishe Topologie neben dem Enzyklopädieartikel von Dehn und Heegard[V 1922℄, [Le 1930℄ und [SeThr 1934℄.Aber keines unter den genannten Bühern behandelt die Topologieals ein Ganzes; vielmehr wird in jedem Buh konsequent nur ein Zweigdieser Wissenshaft dargestellt.260Das Buh von Alexandroff und Hopf hatte einen groÿen Ein�uÿ, wennauh die Überwindung der �tiefen Shluht�, von derAlexandroff gesprohenhatte, damit noh lange niht erledigt war.2613.3 Hausdor� und BourbakiIn ihren Éléments d'histoire des mathématiques ([Bou 1960℄) heben die Ma-thematiker des Boubaki-Kreises Hausdorffs Grundzüge als Beginn der all-gemeinen Topologie, �wie wir sie heute verstehen�, hervor. Es heiÿt dort:Ave Hausdor� ([113a℄, hap. 7-8-9) [[113a℄ verweist auf die Grund-züge � W. P.℄ ommene la topologie générale telle qu'on l'entend au-jourd'hui. [: : :℄ Le hapitre où il en développe les onséquenes [aus denUmgebungsaxiomen � W. P.℄ est resté un modèle de théorie axiomatique,abstraite mais d'avane adaptée aux appliations. Ce fut là, tout natu-rellement, le point de départ des reherhes ultérieures sur la topologiegénérale, et prinipalement des travaux de l'éole de Mosou, [: : :℄262Bemerkenswert ist, daÿ die Bourbakis als Landsleute von Fréhet die RolleHausdorffs bei der Ausarbeitung der Theorie der metrishen Räume beson-ders hervorheben263:Comme nous l'avons dit [: : :℄, la notion d'espae métrique fut intro-duite en 1906 par M. Fréhet, et développée quelques années plus tardpar F. Hausdor� dans sa �Mengenlehre.�264und an anderer Stelle:Hausdor�, qui, dans sa �Mengenlehre� [113a et b℄ [[113b meint dieMengenlehre von 1927 � W. P.℄ développa beauoup la théorie des espaesmétriques, reonnut en partiulier qu'on peut appliquer à es espaesla onstrution de Cantor [: : : (gemeint ist die Vervollständigung nahCantor) � W. P.℄265259Ebd.260[AH 1935℄, S. VIII.261Einige Aspekte der komplizierten Wehselbeziehungen zwishen den vershiedenen Zwei-gen der Topologie werden im Abshnitt 3.4 behandelt.262[Bou 1960℄, S. 151.263Fréhet war sehr unzufrieden mit den Formulierungen über topologishe und metrisheRäume in [Bou 1960℄; s. dazu [Tay 1982℄, S. 235�236 und [Tay 1985℄, S. 303.264[Bou 1960℄, S. 176.265Ebd., S. 153.



Die groÿe Rolle, die gerade auh die Grundzüge für die Entwiklung undAkzeptanz der Theorie der metrishen Räume spielten, hat neben BourbakiauhHans Freudenthal (1905�1990) in einem (unpublizierten) Vortrag überHausdorff, den er 1970 in Münster hielt, betont. Freudenthal shrieb:Man kann niht sagen, daÿ Fréhets Begri�e [gemeint sind die der Dis-sertation von 1906 � W. P℄ bis zu Hausdor�s Buh viel Anklang fanden.Der erste, der sie in ihren Konsequenzen wirklih von neuem durhdah-te und derjenige, der sie, sei es unter neuen Namen, popularisierte, warHausdor�.266Das Wirken Bourbakis hat aus heutiger Siht ganz wesentlih dazu beige-tragen, die Mathematik mengentheoretish-axiomatish aufzubauen, ganz nahdem Muster, wie es Hausdorff in den Grundzügen für die Topologie gelieferthatte.267 Es erhebt sih nun die Frage, inwieweit Bourbaki von Hausdorffbeein�uÿt wurde.Die Aktivitäten der Gruppe Bourbaki begannen 1934 mit dem Ziel, moder-ne französishe Lehrbüher zu sha�en und so den Rükstand, in den Frank-reih nah Meinung der Beteiligten gegenüber der modernen Entwiklung gera-ten war, rash aufzuholen. Bereits in dieser Frühphase sheinen HausdorffsGrundzüge wesentlih dazu beigetragen zu haben, diesen Rükstand erst einmalzu konstatieren. So berihtete Lê D�ung Tráng über Gesprähe mit ClaudeChevalley (1909�1984), in denen dieser geäuÿert habe, erst beim Lesen desBuhes von Hausdorff sei ihm klar geworden, wie weit die Entwiklung inFrankreih hinter der in Deutshland zurükgeblieben war.268 In einem Briefvom 13. 6. 1996 an E. Brieskorn shreibt Lê D�ung Tráng:Il me dit que le premier livre qu'il avait lu ainsi [gemeint ist das ersteBuh in deutsher Sprahe, welhes er mittels eines Wörterbuhs las �W.P.℄ était elui de Hausdor�, Mengenlehre, et que ela l'avait beauoupin�uené.Weiter heiÿt es in diesem Brief:A vrai dire je pense aussi que, par l'intermédiaire de Chevalley, legroupe Bourbaki a ertainement été in�uené par Hausdor�. De toutefaçon il est de notoriété publique que Bourbaki a été fondé par de jeunesmathématiiens impressionnés par l'Eole Allemande de Mathématiquesdu début du sièle.Chevalley war zu Beginn der Arbeit Vorsitzender einer bibliographishen Un-terkommission, welhe für die erste Vollversammlung eine Liste wihtiger Lite-ratur vorshlagen sollte. Für die Algebra nennt diese Liste van der Waerden266H. Freudenthal: Felix Hausdor�s wissenshaftlihe Bedeutung. Manuskript, Bl. 6. Ar-hiv H. Freudenthal, Inv.-Nr. 1504.267S. dazu insbesondere den programmatishen Artikel L'arhiteture de mathématique([Bou 1948℄).268Mündl. Mitteilung an E. Brieskorn.



und Hausdorff.269 Hausdorff ersheint hier unter Algebra, weil es die ur-sprünglihe Absiht war, die Mengenlehre als kurzes Präliminarium der Algebraabzuhandeln (Algebra hier shon als die moderne Algebra der Noether-Shuleverstanden). Gerade die Entwürfe zur Mengenlehre für die erste Vollversamm-lung im Juli 1935 zeigen, wie weit die Bourbaki-Gruppe am Beginn ihrer Tä-tigkeit noh auf ganz klassishen Positionen stand und die Mengenlehre auf dieallereinfahsten Anfänge beshränken wollte.270 So sollten im wesentlihen nurabzählbare Mengen behandelt werden; von trans�niten Zahlen und trans�niterInduktion sollte überhaupt niht die Rede sein. Zu einer Diskussion, ob mantrans�nite Zahlen aufnehmen solle oder niht, heiÿt es im intern zirkulierendenJournal de Bourbaki, No. 3 (1936):Une hose est à noter, qui semble bien déidée, on abandonne lesalephs et les ordinaux trans�nis à leur triste sort; qu'ils dorment en paixet que personne ne s'en serve jamais.271Die vor allem auf unverö�entlihten Quellen beruhende Arbeit [Be 1989℄ vonLiliane Beaulieu zeigt eindruksvoll, wie wenig die Mitglieder der Grup-pe Bourbaki am Beginn ihrer gemeinsamen Arbeit (1934/Anfang 35) davonahnten, welhe fundamentale Rolle Mengenlehre, geordnete Strukturen, alge-braishe und topologishe Strukturen später in ihrem Aufbau der Mathematikspielen würden (und in Deutshland im Grunde shon spielten). Es ist auh be-merkenswert, wie wenig sie am Anfang die Topologie beahteten, wobei sie inder mengentheoretishen Topologie noh ganz auf dem veralteten Standpunktvon Cantor standen.Im Laufe ihrer Arbeit, die durh zahlreihe, z. T. sehr kontroverse und hef-tige Diskussionen und durh eine Fülle immer neuer Manuskriptentwürfe ge-kennzeihnet war, wird nah und nah die moderne Entwiklung (Hausdorff,Noether, Artin, van der Waerden, Alexandroff/Hopf) vollständigaufgenommen und auf dieser Basis das eigene Konzept entwikelt, verbundenmit bedeutenden eigenen Beiträgen. Shon 1936 stellt man in Bezug auf dieMengenlehre fest, daÿ sie niht bloÿ ein Einführungskapitel in die Algebra,sondern �la base de toute théorie mathématique� ist.272 Ab Mitte 1935, ins-besondere nah der Moskauer Topologie-Konferenz, bildete die Topologie fürJahre einen Shwerpunkt der Arbeit, und zwar zunähst vor allem die allgemei-ne Topologie. Eine besondere Rolle spielte hier das Werk von Alexandroffund Hopf. Wenn man berüksihtigt, wie stark Alexandroff und die Mos-kauer Shule aufHausdorff fuÿten, so muÿ man, was die allgemeine Topologiebetri�t, einen bedeutenden indirekten Ein�uÿ Hausdorffs auf die Arbeit vonBourbaki konstatieren.Das Ergebnis der jahrelangen Bemühungen um die allgemeine Topologie warshieÿlih die Topologie générale, die zwishen 1940 und 1948 in neun Kapi-269[Be 1989℄, S. 219.270[Be 1989℄, S. 235�247.271Zitiert nah [Be 1989℄, S. 325.272Trans�nite Zahlen werden allerdings erst nah 1950 in die Bände der Théorie des ensem-bles aufgenommen.



teln ershien. Die bedeutendsten originellen Beiträge von Mathematikern derBourbaki-Gruppe zur Topologie aus diesen Jahren sind Weils Theorie deruniformen Räume und Cartans Theorie der Filter. Bedeutendes leisteten Mit-glieder der Gruppe auh für die Verbindung von Funktionalanalysis und Topo-logie (Topologie der shwahen Konvergenz, lokalkonvexe Räume).3. 4 Zur Aufnahme mengentheoretish-topologisher Methoden in die AnalysisSitus und geometrishe Topologie273Die auf Cantor zurükgehende mengentheoretish ausgerihtete Topologieund die von Gauÿ, Listing, Riemann und Betti erö�nete Tradition derAnalysis Situs bildeten zu Beginn des 20. Jahrhunderts zwei Forshungstradi-tionen mit wenig Berührungspunkten zueinander; sie traten nur langsam undin mehreren Shüben in engere Beziehung zueinander.274 Es bedurfte dahereiner langen Entwiklung, bis die Hausdorffshe mengentheoretishe Auf-fassung der Topologie auh in das Studium der geometrishen Topologie derMannigfaltigkeiten und Zellenkomplexe aufgenommen und dort wirksam wur-de. Hier können und sollen nur einige Charakteristika dieser komplexen Ent-wiklung aufgelistet werden; diese sind als vorläu�g anzusehen, solange einetiefer erforshte Geshihte der Topologie im 20. Jahrhundert noh niht ge-shrieben ist.275 Den Terminus �geometrishe Topologie� verwenden wir hier inseiner weiteren Bedeutung, fassen darunter also das gesamte Feld des Studiumsder Stetigkeits-, Di�erential- und/oder stükweise stetigen (PL) Topologie vonMannigfaltigkeiten und Zellenkomplexen.276Grundsätzlih ist dabei im Auge zu behalten, daÿ der Shoenfliesshe An-satz des Punktmengenstudiums der Analysis Situs des ausgehenden 19. undbeginnenden 20. Jahrhunderts näher stand als die Hausdorffsshe Theorie.Die Shoenfliesshen Fragestellungen und Methoden gingen daher niht inder allgemeinen (mengentheoretishen) Theorie der topologishen Räume auf.Ab Mitte des 20. Jahrhunderts lebte dieser Ansatz in den Arbeiten R.H.Bingsüberrashend wieder auf und spielte niht zuletzt durh die (nah den Aspek-ten stükweise linear bzw.C0-topologish) ausdi�erenzierten Ergebnisse überShoenflies-Sätze in höheren Dimensionen in der Theorie der Mannigfal-273Von E. Brieskorn und E. Sholz. Wir danken M.Krek für Diskussionen und Ver-besserungsvorshläge.274Die hier gewählte Verwendung der Bezeihungen (mengentheoretish ausgerihtete) �To-pologie� und �Analysis Situs� ist unsere Beshreibungssprahe; sie soll niht eine entsprehen-de Untersheidung in der Wortverwendung der Autoren des 19. oder frühen 20. Jahrhundertssuggerieren. Ganz im Gegenteil verwendete ja Listing den Terminus �Topologie� im geo-metrishen Kontext, umgekehrt etwa A.Hurwitz die Bezeihnung �Analysis Situs� 1897 imCantorshen. Vgl. dazu Hausdorffs Anmerkung zu seiner Übertragung des Attributes�topologish� auf allgemeinere Räume anläÿlih der Einführung seiner Axiome (Grundzügep. 213, Anm.1).275In einigen der Beiträge von [AuLo 1997, 1998, 2001℄ und [J 1999℄ werden wertvolle Bau-steine dazu bereit gestellt. Zu der hier behandelten Fragestellung vgl. insbesondere [J 2001℄.276An Stelle der in der aktuellen mathematishen Literatur auh häu�g eingesetzten enge-ren Verwendung des Terminus �geometrishe Topologie� sprehen wir hier entsprehend von(�reiner�) Stetigkeits- (bzw. C0-) Topologie der Mannigfaltigkeiten und Zellenkomplexe.



tigkeiten des letzten Drittels des Jahrhunderts eine wihtige Rolle. Weiter-leben und Neuaufnahme des Shoenflies-Ansatzes wurden dabei insbeson-dere durh die Arbeiten R.L.Moores und seiner Shüler vermittelt.277 Ei-ne besondere Rolle spielte dabei die von Moore für die Dimension 2 be-gonnene Theorie der Zerlegungsräume, die von R.H.Bing wesentlih weiter-entwikelt wurde. Sie wurde von R.D.Edwards fortgeführt und bekam inM.Freedmans Klassi�kation der 4-dimensionalen topologishen Mannigfal-tigkeiten eine wihtige Funktion.278 Ferner gingen in diese Entwiklung diewilden Einbettungen der 2-Sphäre S2 in die S3 ein, die von J.W.Alexanderund von E.Artin und R.Fox 1948 als Gegenbeispiele zu einer direkten Über-tragung des Shoenflies-Satzes auf höhere Dimensionen konstruiert wurden,wie auh gewisse �wilde� Einbettungen von Cantormengen und Kontinua wieAntoines neklae von 1920 und das Whitehead-Continuum von 1935.279In den ersten zwei bis drei Jahrzehnten nah Ersheinen derHausdorffshenGrundzüge wurde die Analysis Situs vom Ausbau der auf Poinaré zurükge-henden kombinatorish-geometrishen Methoden und dem ab Mitte der 1920erJahre erfolgenden Übergang zur algebraishen Topologie dominiert. Haus-dorff selbst sah dieses Arbeitsgebiet bis in die Mitte der 1920er Jahre alsihm aus vershiedenen Gründen fern liegend an. Er begann sih erst tiefer da-mit zu beshäftigen, als die Algebraisierung der Methoden einsetzte.280 Alleinshon aus diesem Grund blieb es Mathematikern der nähsten Generation, mitdenen Hausdorff direkt (Alexandroff) oder indirekt (polnishe Shule,Hopf) in Kontakt stand, vorbehalten, die mengentheoretishe Topologie alsSprahe und Methode für eine begri�ihe Fundierung der �Stetigkeitstopolo-gie� auh in das Kerngebiet der zeitgenössishen Analysis Situs einzuführen.So hielt etwa P.Alexandroff während seines Aufenthaltes in Prineton imWinter 1930/31 eine Vorlesung über �Topology� zu einer Zeit, in der dort nohdas Paradigma und die Sprahe der �Analysis Situs� vorherrshten, und trugdamit zur Aufnahme der neueren Au�assungen der Topologie in Prineton bei.Der Übergang erfolgte im folgenden Jahrzehnt, gestützt von weiteren Gast-vorlesungen, wie der von E.�eh im Winter 1935/36 und von Vertretern derpolnishen Shule (etwa Kuratowski im Frühjahr 1936). Sie drükt sih in ei-nem tiefgreifenden Wandel in Stil und Inhalt der beiden Lehrbüher [Le 1930℄und [Le 1942℄ aus.281In ausdrükliher Gegnershaft zur Fundierung der Topologie durh mengen-theoretishe Methoden standen die Programmatiken für eine strikt konstrukti-ve oder eine intuitionistish ausgerihtete Fundierung des �Kontinuumsbegri�s�277Siehe [Wi 1949℄, 13, Anm. 11, [Wi 1982℄. Weitere Informationen zur Moore-Shule undzu Bing in den Beiträgen von Fizpatrik, Jones und Starbid in [AuLo 1997, 1998℄.278[Ed 1978℄, [Free 1982℄.279[An 1920℄, [Al 1924℄, [Whi 1935℄, [ArFo 1948℄.280Siehe dazu Band III dieser Edition.281Siehe [En 1998℄ und N. Steenrods Briefe an Wilder aus den Jahren 1934 bis 1937,dokumentiert in [J 2001℄, 822�828 und das Interview mit Robert Walker vom 12. Juli1984 ([TuAs 1984℄, Transript 42). Steenrod organisierte weiter in den Jahren 1936/37 inPrineton ein Topologie-Seminar im Stile Moores und Wilders.



und der Topologie, wie sie von H.Weyl und dem späteren L.E. J. Brouwersowie � auf etwas anderem philosophishen Hintergrund und in etwas ande-rer Ausrihtung � von K.Reidemeister vertreten wurde. Insbesondere imdeutshsprahigen Raum wurde die �Stetigkeitstopologie� auh in der breiterenmathematishen Diskussion während der 1920er Jahre als Gegensatz zu �rein�kombinatorishen oder �gemishten� Methoden angesehen. Dies wirkte einerrashen Übernahme der mengentheoretishen Topologie als breit akzeptierterbegri�iher Fundierung der Analysis Situs entgegen.282 Die Monographien vonAlexandroff/Hopf (1935) und im englishsprahigen Raum die von Lef-shetz (1930, 1942) brahten die Hinwendung zu eben dieser Fundierung amstärksten zum Ausdruk und verliehen ihr bleibende Wirkung. Hinzu trat dieBearbeitung von Forshungsthemen, in denen die alte Trennung zwishen derAnalysis Situs von Mannigfaltigkeiten sowie Zellenkomplexen einerseits unddem Studium der Topologie allgemeinerer Räume andererseits zumindest ex-emplarish aufgehoben wurde. Bei Lefshetz war ein Shlüsselthema für dieHerstellung einer solhen Verbindung nah Einshätzung N. Steenrods dieshrittweise Verallgemeinerung seines Fixpunktsatzes,283 bei Alexandroffsein Studium der �Spektren�.In der Dekade zwishen Mitte der 1930er und der 1940er Jahre setzte sihauh in den topologishen Arbeitsfeldern strukturelles Denken internationaldurh und versha�te damit der allgemeinen Topologie mit ihren mengen-theoretishen Begri�sbildungen über einzelne Personen oder Forshergruppen(�Shulen�) hinausgehende, breitere Akzeptanz und Verwendung. Während inden späteren 1930er Jahren für Alexandroff und ab 1939 auh für Kura-towski Reisen nah Westeuropa oder in die USA unmöglih wurden, führte dieEmigration junger polnisher Mathematiker, insbesondere vonW. Hurewiz(zunähst über Wien nah Amsterdam, ab 1936 in den USA) und des Borsuk-Shülers S.Eilenberg in die USA (1939 zunähst Prineton, dann Ann Arborim Umfeld R.Wilders) zu einer Vertiefung des Ein�usses der mengentheo-retish ausgerihteten modernen Mathematik, wie sie in den 1920er Jahren inPolen und Moskau aufgeblüht war. Dort �im Osten� war ja auh HausdorffsStern zuerst aufgegangenen, wie er in seinem Brief an Alexandroff vom4.1.1929 formuliert hatte (siehe S. 58). W.Hurewiz hatte kurz vor seinerEmigration in die USA in einem Vortrag auf der internationalen Topologie-Konferenz in Moskau 1935 und damit verbundenen Publikationen der Jahre1935 und 1936 die Topologie auf Abbildungsräumen von Mannigfaltigkeiten(speziell von Sphären in Mannigfaltigkeiten) mengentheoretish de�niert unddamit ein Thema angerissen, durh das eine weitere Verbindung zwishen allge-meiner Topologie und Analysis Situs hergestellt wurde.284 Dies führte zu neuenAspekten in der Formulierung und der Beweismethode für die Einbettungssätze282Für ein zeitgenössishes, nur shwah Partei beziehendes Resüme der genannten Diskus-sion siehe [W 1929℄. Zu Reidemeister siehe [Ep 1999℄, [Ep 1994℄, zu Weyl [Sho 1999℄,48�55.283Siehe [St 1957℄, 24f.284Zu Hurewiz siehe [MC 2000℄, S. 9.



von Whitney, die dieser zunähst noh analytish durh Approximation undNormabshätzungen formuliert hatte.In dieser Weise können wir von einem zweiten �Aufgehen� des Hausdorff-shen Sterns sprehen, nun allerdings auh in dem weiteren Wortsinne einerAu�ösung in einem gröÿeren Zusammenhang. Der von Hausdorff in denGrundzügen vertretene und begonnene begri�ih-strukturelle Aufbau mathe-matisher Theorien auf einheitliher mengentheoretisher Grundlage kam nun�weltweit� zur Geltung. Sein Buh und seine Arbeiten spielten für die Genera-tion der daran beteiligten Mathematiker freilih nur noh eine indirekte Rolle,vermittelt über die Arbeiten der polnishen Shule der Topologie und die Mono-graphie von Alexandroff/Hopf. Hausdorffs Zugang zur Mathematik imAllgemeinen und zur Topologie im Besonderen wurde jedoh auh weiterhin,etwa durh die Bourbaki-Gruppe und in derem Umfeld, als paradigmatishfür die eigenen Bestrebungen angesehen.285 Jedoh konnte Hausdorff an die-ser Phase der Vertiefung und Verbreitung der �modernen� strukturellen Auf-fassung der Mathematik aufgrund des Ausreiseverbots aus Nazi-Deutshlandniht mehr aktiv teilnehmen.286Der konsequente Ausbau des strukturellen Gesihtspunktes führte dazu, daÿStrukturen, die in der älteren Analysis Situs als miteinander verbunden ange-sehen wurden, nun begri�ih und methodish voneinander getrennt wurden.Dieser Prozeÿ begann zunähst mit einer klaren begri�ihen Untersheidungder vershiedenen Strukuren, etwa der topologishen und der algebraishen beikontinuierlihen Gruppen,287 oder der kombinatorishen, stetigen, stükweiselinearen oder di�erenzierbaren bei Mannigfaltigkeiten.288 In der zweiten Hälftedes 20. Jahrhunderts wurde Shritt für Shritt deutlih, daÿ mit diesen Unter-sheidungen in den Dimensionen n > 3 auh Untershiede in den studiertenObjekten verbunden sind.Den ersten Shritt dieser Art mahte J.Milnor im Jahre 1956 durh denNahweis, daÿ auf der 7-Sphäre untershiedlihe di�erenzierbare Struktureneingeführt werden können. Fünf Jahre später konstruierte er für alle Dimen-sionen gröÿer als 5 Beispiele von zueinander homöomorphen, aber niht kom-binatorish äquivalenten simplizialen Komplexen.289 Damit war gezeigt, daÿdie Hauptvermutung niht für die ganze Kategorie der simplizialen Komple-xe gilt. Noh wurde allerdings für wahrsheinlih gehalten, daÿ die Hauptver-mutung für PL-Mannigfaltigkeiten rihtig ist. Ende der 1960er Jahre stellten285Das kommt in der weiter oben zitierten (aus historisher Siht etwas überzogen) her-vorgehobenen Stellung Hausdorffs in den Noties historiques Bourbakis zum Ausdruk.Siehe auh die Beobahtungen von L.Beaulieu und die Bemerkungen in dem Brief von LêD�ung Tráng an E.Brieskorn (S. 68).286Siehe die Ausführungen zur Biographie in Band I dieser Edition.287Einführung der topologishen Struktur von Gruppen bei [Shr 1926, 1927℄, [Lej 1927℄.288Eine deutlihe Untersheidung von stetiger und kombinatorisher Struktur �ndet sihbei Kneser ([Kn 1926℄); bei Alexander ([Al 1930℄) �ndet sih die aus Brouwers An-satz der simplizialen Approximation hervorgehende stükweise lineare (PL-) Struktur undbei Veblen/Whitehead ([VWhi 1931, 1932℄) die Untersheidung von stetiger (C0) unddi�erenzierbaren (Ck; k � 1) Strukturen.289[Mi 1956, 1961℄.



dann jedoh R.C.Kirby und L.C. Siebenmann die Kohomologiehindernissezur Charakterisierung der PL-Struktur auf, durh die wenig später das grund-sätzlihe Auseinandertreten der stetigen und der PL-Struktur bei geeignet ge-wählten Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension n � 5 nahgewiesen werdenkonnte.290Aus Milnors Ergebnissen von 1956 folgte auh shon, daÿ PL- und dif-ferenzierbare Struktur von Mannigfaltigkeiten für n > 4 auseinandertretenkönnen.291 Wie weit diese Lüke der Strukturen kla�t, wurde durh die Ar-beiten von R.C.Kirby und L. Siebenmann shärfer herausgearbeitet, indemsie neue, komplizierte kohomologietheoretishe Hindernisse für die Glättbar-keit von PL-Mannigfaltigkeiten aufstellten ([KiSi 1977℄). Dies lieferte weiterekompakte Mannigfaltigkeiten der Dimension n > 4, die mehrere di�erenzier-bare Strukturen tragen. Dagegen folgt für den Rn , der kohomologietheoretishtrivial ist, daÿ es im Fall n > 4 nur eine di�erenzierbare Struktur gibt.Seit den frühen 1980er Jahren wurde dann shlieÿlih durh die Arbeiten vonM.Freedman und S.Donaldson klar, daÿ bemerkenswerterweise gerade inder Dimension 4 di�erenzierbare und stetige Struktur von Mannigfaltigkeitendrastish auseinanderfallen können.292 Zum einen konstruierte Freedman un-endlih viele 4-Mannigfaltigkeiten, auf denen nah einem vonDonaldson etwazeitgleih bewiesenen Satz keine di�erenzierbare Strukturen existieren können.Zum anderen konnte Freedman mit Donaldsons Ergebnis shlieÿen, daÿ aufdem R4 vershiedene � sogar überabzählbar viele � di�erenzierbare Strukturenexistieren.293 Dieses Ergebnis war umso bemerkenswerter, als nah Sätzen vonMoise und den zuletzt genannten Resultaten von Kirby und Siebenmannauf Rn für alle n 6= 4 nur die di�erenzierbare Standardstruktur existiert. Me-thodish und inhaltlih kamen die jeweils für sih überrashenden Beiträge vonDonaldson und Freedman aus ganz vershiedenen Forshungsrihtungen.Donaldson führte ein neues analytishesWerkzeug in die Di�erentialtopologievon 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ein, indem er zur Entdekung subtilerdi�erentialtopologisher Eigenshaften den Modulraum von Lösungen gewis-ser aus der Di�erentialgeometrie der Mannigfaltigkeiten, beziehungsweise ausder theoretishen Physik stammender partieller Di�erentialgleihungen (Yang-290Es konnten nun Mannigfaltigkeiten in jeder Dimension � 5 mit untershiedlihen PL-Strukturen gebildet werden und Mannigfaltigkeiten, die niht PL-triangulierbar sind ([KiSi1969℄).291Die von Milnors �exotishen� di�erenzierbaren Strukturen der S7 induzierten PL-Strukturen sind alle PL-homöomorph zur Standard-7-Sphäre.292[Free 1982℄, [Do 1983℄. Dagegen stehen nah einem Ergebnis von J.Cerf aus den spä-ten 1960er Jahren in dieser Dimension PL- und di�erenzierbare Struktur in 1:1-Beziehungzueinander ([Cer 1968℄). Für einen zeithistorishen Überblik siehe [Kre 1994℄.293Freedman zeigte, daÿ z. B. die Kummer�ähe eine zu R4 homöomorphe o�ene Teilmengebesitzt, die jedoh niht di�eormorph zu R4 sein kann, weil sonst die Kummer�ähe in einerWeise di�erenzierbar zerlegbar wäre, die nah Donaldson unmöglih ist (publiziert durhGompf, [Go 1983℄). Er bot sogar eine ganze durh R parametrisierte Shar solher zu R4homöomorpher di�erenzierbarer Mannigfaltigkeiten an, von denen Taubes nah einer Ver-feinerung der Donaldsonshen Methoden zeigen konnte, daÿ sie paarweise untershiedlihedi�erenzierbare Strukturen besitzen ([Ta 1987℄).



Mills Gleihungen) betrahtete. Man könnte diese Modulräume mit einem Mi-kroskop vergleihen, weil sie in Kombination mit algebraish-topologishen undalgebraish-geometrishenMethoden bei der Untersuhung ihrer Topologie Un-tershiede sihtbar mahen, die mit vorher bekannten Methoden niht erkenn-bar waren. Freedman arbeitete dagegen mit einer höhst komplexen Fort-führung und Weiterentwiklung von geometrish-konstruktiven und unendlihiterierten Methoden der geometrishen Topologie von C0-Mannigfaltigkeiten,wie sie besonders von Bing und seinen Shülern entwikelt worden waren undbei den Beweisen von höherdimensionalen Shoenflies-Sätzen zum Tragenkommen.Bei einem Rükblik auf das soeben vergangene Jahrhundert ist damit festzu-stellen, daÿ die �rein� topologishe Theorie der Mannigfaltigkeiten erst langsamund spät, im Zeitraum zwishen Mitte der 1950er bis Anfang der 1980er Jah-re, eine Eigenständigkeit des Objektbereihes gegenüber der Differential- undder PL-Topologie bekommen hat, die vor der Jahrhundertmitte niht zu er-warten war und einigen Erwartungen der alten Analysis Situs, wie etwa der�Hauptvermutung�, sogar zuwider lief. Erst in der strukturell ausdi�erenzier-ten geometrishen Topologie der Mannigfaltigkeiten, die in der zweiten Hälftedes vergangenen Jahrhunderts gewissermaÿen die spätmoderne Nahfolge derälteren Analysis Situs angetreten hat, wurde der von Hausdorff eingenom-mene Standpunkt reiner Stetigkeitstopologie shlieÿlih auh in diesem Gebietmethodish und extensional, d. h. bezüglih des betrahteten Objektfeldes, �re-al�. Sein Zugang zur Topologie war nun, fast ein halbes Jahrhundert nah derersten Aufnahme der Begri�ihkeit der allgemeinen (mengentheoretishen) To-pologie in der Theorie der Mannigfaltigkeiten und Komplexe, in die Denkweiseder geometrishen Topologie so wirksam eingegangen und so allgegenwärtig wiedie �Luft, die wir atmen und auf der die Vögel �iegen�.294 Diese Realisierungeiner �rein topologishen� Theorie der Mannigfaltigkeiten war aber erst mög-lih, nahdem zuvor die algebraishe Topologie hoh entwikelt worden warund als Vorbilder die geometrishe Topologie der di�erenzierbaren und der PL-Mannigfaltigkeiten entstanden waren.3.5 ShluÿbemerkungenEs gibt bis heute keine Werkbiographie Hausdorffs. In den wenigen vor-handenen biographishen Skizzen werden stets auh die Grundzüge gewürdigt.So shreibt M.Kat�etov im Ditionary of Sienti� Biography:The interrelations of these di�erent approahes [gemeint sind die Vor-arbeiten von Fréhet und anderen � W. P.℄ had not been ompletelyreognized; and no lear way had been known to e�et a gradual transi-tion from very general spaes to those similar to spaes atually ouringin analysis and geometry.294Diese Metapher verdanken wir F.Quinn, einem der herausragenden Vertreter diesesArbeitsgebietes (hier sinngemäÿ und in deutsher Übersetzung zitiert aus einem Gesprähvon F.Quinn mit M.Krek über die Bedeutung der Hausdorffshen Grundzüge für dieheutige geometrishe Topologie).



In the Grundzüge, Hausdor� took a deisive step in this diretion. Hisbroad approah, his aestheti feeling, and his sense of balane may haveplayed a substantial part. He sueeded in reating a theory of topologialand metri spaes into whih the previous results �tted well, and heenrihed it with many new notions and theorems. From the modern pointof view, the Grundzüge ontained, in addition to other speial topis, thebeginnings of the theories of topologial and metri spaes, whih are nowinluded in all textbooks on the subjet. In the Grundzüge, these theorieswere laid down in suh a way that a strong impetus was provided fortheir futher development. Thus, Hausdor� an rightly be onsidered thefounder of general topology and of the general theory of metri spaes.295Im Jahre 1972 waren 60 Jahre vergangen, seit Hausdorff seine Arbeit anden Grundzügen der Mengenlehre begonnen hatte. In das gleihe Jahr �el der30. Jahrestag seines tragishen Todes. Beide Ereignisse waren der Anlaÿ fürdie Edition eines Sammelbandes Theory of Sets and Topology. In Honour ofFelix Hausdor� (1868�1942), zu dessen Autoren neben jungen Forshern auheine Reihe prominenter Mathematiker aus vershiedenen Ländern zählten. ImVorwort zitieren die Herausgeber eine längere Passage ausHausdorffsGrund-zügen, um dann festzustellen:Ganze Generationen junger Mathematiker haben aus diesem Buhwesentlihe Kenntnisse und Anregungen erhalten, und es ist zu wünshen,daÿ auh heute noh viele Lernende zu diesem Werk greifen mögen, dasvon einer zeitlosen Modernität ist. Man kann wohl mit Reht behaupten,daÿ die �Grundzüge der Mengenlehre� und die Einzelarbeiten Hausdor�seinen entsheidenden Ein�uÿ auf die Entwiklung der Mengenlehre, derallgemeinen Topologie, der Maÿtheorie und damit der gesamten Mathe-matik ausübten.296Zur Rezeption der Grundzüge sei shlieÿlih noh bemerkt, daÿ auh einbekannter Shriftsteller, für dessen Sha�en seine mathematishen Kenntnisseniht ohne Bedeutung waren, die Grundzüge eingehend studiert hat, HermannBroh.297 Literatur[AH 1935℄ Alexandroff, P.; Hopf, H.: Topologie I. Springer-Verlag, Ber-lin 1935.[AU 1929℄ Alexandroff, P.; Urysohn, P.: Mémoire sur les espaes to-pologiques ompats. Verh. Akad. Wetenshappen Amsterdam 14 (1929),1�96.295[Ka 1972℄, S. 176�177.296[AsFlRin 1972℄, S. 6.297[Lu 1985℄, S. 96.
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