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Im folgenden wird iiber HAUSDORFFs Theorie der n,-Mengen, ihre Vorgeschich-
te und die Geschichte ihrer Wirkung in der Algebra, in der Topologie, in der
Mengenlehre und in der Modelltheorie berichtet. In der Universellen Algebra
fiihrten HAUSDORFFs Ideen zu den Begriffen der ,universellen und der ,ho-
mogenen“ Strukturen und in der Modelltheorie zur Formulierung des Begriffs
der ,saturierten* Struktur und zu zahlreichen tiefliegenden Theoremen. In der
Algebra hat HAUSDORFFs Theorie der n,-Mengen ermdglicht, fiir den STEI-
NITZschen Isomorphie-Satz aus der Theorie der Korper ein Analogon in der
Theorie der formal-reellen Koérper zu finden. Von grofser Wirkung war auch
das HAUSDORFFsche ,,Zick-Zack-Verfahren®, das immer wieder imitiert wurde,
wenn es darum ging, die Isomorphie zweier Strukturen zu zeigen.

1. Praludium: Cantors Isomorphie-Satz

GEORG CANTOR hatte im Jahre 1884 eine Theorie der Ordnungstypen ent-
wickelt und seine Ergebnisse zu einer Arbeit mit dem Titel Principien einer
Theorie der Ordnungstypen, Erste Mitteilung zusammengefafst. Er hatte diese
Arbeit im November 1884 zur Publikation an die schwedische Zeitschrift Acta
Mathematica geschickt. Die Arbeit wurde zur Publikation angenommen, wurde



gesetzt und CANTOR erhielt die Korrekturbogen, die er kurz darauf retournier-
te. Aber zu seiner grofien Uberraschung erhielt er Anfang Mérz 1885 einen Brief
vom Herausgeber, GOSTA MITTAG-LEFFLER, in dem er gebeten wurde, seine
Arbeit zuriickzuziehen. MITTAG-LEFFLER konnte offenbar mit dieser Arbeit
wenig anfangen und fand in ihr wohl auch zu wenig mathematische Substanz.

Diese Arbeit CANTORs blieb lange unpubliziert und erschien auch nicht in
CANTORs Gesammelten Abhandlungen ([C 1932]). IVOR GRATTAN-GUINNESS
hat sie wiederentdeckt und zusammen mit allen Dokumenten zu dieser Affire
1970 publiziert ([Gr 1970], vergl. dazu auch [PI 1987], S.129-131).

MITTAG-LEFFLER hatte mit seiner ablehnenden Haltung vielleicht nicht ganz
unrecht. Aber CANTORs Arbeit enthielt dennoch ein vorziigliches Resultat,
némlich den folgenden beriihmten Isomorphie-Satz:

1.1 Isomorphie-Satz: Je zwei abzéhlbare in-sich-dichte lineare Ordnungen
ohne Randpunkte sind isomorph.

Den eindeutig bestimmten Isomorphie-Typ einer abzéhlbaren in-sich-dichten
linear geordneten Menge ohne Randpunkte bezeichnete CANTOR mit dem klei-
nen griechischen Buchstaben n. Es gilt, wie CANTOR bemerkte: n = n+n =n-9
etc.und n* =7, wenn n* die konverse Ordnung von 7 bezeichnet.

CANTOR publizierte den Isomorphie-Satz (und auch Teile seiner Theorie der
Ordnungstypen) elf Jahre spéiter in seiner grofien Arbeit Beitrige zur Begriin-
dung der transfiniten Mengenlehre ([C 1895/1897]). Er bewies ihn nicht mit
dem sogenannten ,,Zick-Zack-Argument®, wie es heute iiblich geworden ist, son-
dern mit der ,einseitigen Variante dieses Arguments (siehe auch CANTORs
Beweis-Skizze in seinem Brief vom 3. April 1888 an FRANZ GOLDSCHEIDER in:
[C 1991], S.307). Wir deuten CANTORs Beweis kurz an.

Beweis (nach CANTOR, 1888, 1895). Wenn (A, <) und (B, <) zwei dichte,
abzihlbare, linear geordnete Mengen ohne Randpunkte sind, und A = {a,;n €
N} und B = {by;n € N} irgendwelche Abzdhlungen, dann wird die gesuchte
ordnungstreue ein-eindeutige Abbildung f von A auf B wie folgt durch Re-
kursion erklért: Sei f(ag) = bp. Wenn &k > 1 und f(a;) fiir alle j < k bereits
definiert ist, dann sei sei f(ax) dasjenige Element b, mit kleinstem Index m,
das genauso zwischen den Elementen f(ag), f(a1),... f(ar—1) liegt, wie ay, zwi-
schen ag, ay,...,a;_1. Man geht also der Reihe nach alle Elemente von A durch
und sucht sich dazu gleichliegende Bild-Elemente. Angenommen, f wére nicht
surjektiv. Dann sei n die kleinste Zahl so, dafs b,, nicht im Bildbereich von f
liegt. Sei s die kleinste Zahl mit

{bo, b1, b2, -, ba1} € {f(a0), f(a1),- -, f(as)},

und sei t > s die kleinste Zahl, so dafs a; genauso zwischen den ag,ay,...,as
liegt, wie b,, zwischen den f(aop), f(a1),..., f(as). Nach Konstruktion gilt dann
f(ay) = by, im Widerspruch zur Wahl von b,,. f muf also doch surjektiv sein.



Beweis-Varianten.

(1) E. V.HUNTINGTON hat 1904 bemerkt, dafl man die Surjektivitét ,gra-
tis“ bekommt, wenn man in dem obigen Argument simultan in beiden
Mengen A und B im n-ten Schritt das jeweils n-te Element betrachtet,
an—1 und b,_1, und, sofern sie noch nicht unter den bisherigen Urbildern
bzw. Bildern vorkommen, dhnlich wie oben, ihnen Bilder, bzw. Urbilder
zuordnet ([Hu 1904]).

(2) F.HAUSDORFF hat am Argument von CANTOR eine andere kleine Modi-
fikation vorgenommen. In seinem Buch Grundziige der Mengenlehre ([H
1914al), S.99-100, wird im Beweis unentwegt die Seite gewechselt. Wenn
k gerade ist, verfihrt man wie oben im CANTORschen Argument. Wenn
k ungerade ist, dann wechselt man die Seite und betrachtet das Element
von B mit kleinstem Index, das nicht unter f(ao), f(a1), ..., f(ax—1) vor-
kommt und wihlt dazu in A ein passendes Urbild. Dieses elegante Verfah-
ren wird seit einiger Zeit ,,Zick-Zack-Verfahren“ genannt. HAUSDORFF sel-
ber sprach in seinen Grundziigen S. 183, von ,alternierender Abbildung*.

Der Isomorphie-Satz und sein Beweis hat viele Mathematiker fasziniert und zu
Fortentwicklungen angeregt. THORALF SKOLEM beispielsweise erweiterte 1920
den Satz wie folgt:

1.2 Satz (TH. SKOLEM, 1920) Es seien M; und M, zwei abzihlbare, in-sich-
dichte linear-geordnete Mengen ohne Randpunkte. Fiir jedes i € {1,2} sei P;
eine Partition von M; in abzahlbar-unendlich viele Klassen, wobei jede Klasse
dicht in M; ist. Dann gibt es einen Isomorphismus von M; auf Ms, der nicht
nur ordnungstreu ist, sondern auch die vorgegebenen Klassen aufeinander ab-
bildet.

SKOLEM beweist diese Verscharfung des CANTORschen Satzes mit der HAUS-
DORFFschen Zick-Zack-Methode (siehe [Sk 1920], §4).

2. Die Hausdorffsche ,Zick-Zack“-Methode

Das Zick-Zack-Verfahren ist nicht auf die Theorie der geordneten Mengen be-
schrénkt. Es kann genauso gut in der Algebra und vielen anderen Gebieten der
Mathematik eingesetzt werden.

Das Zick-Zack-Verfahren ist jedoch nicht immer die einfachste Methode, um
die Isomorphie zweier Modelle nachzuweisen. Wenn starke Struktursitze und
Klassifikationstheoreme vorliegen, dann fiihrt die einseitige Version moglicher-
weise schneller zum Ziele. Als Beispiel fiir diesen Fall nennen wir den beriihmten
Isomorphie-Satz von ERNST STEINITZ:

2.1 Isomorphie-Satz (E. STEINITZ, 1910): Je zwei iiberabzahlbare algebra-
isch-abgeschlossene gleichmichtige Korper derselben Charakteristik sind iso-
morph.



STEINITZ ([St 1910]) selber bewies diesen Satz mit dem einseitigen Verfahren
und so wird der Satz auch heute noch in den meisten Lehrbiichern der Alge-
bra bewiesen. In der Tat, wenn K; und K, zwei algebraisch abgeschlossene
Korper derselben Charakteristik und derselben iiberabzidhlbaren Michtigkeit
sind, dann haben sie isomorphe Primkorper P; (fiir ¢ = 1,2), gleichméchti-
ge Tranzendenzbasen T; iiber P; und die Korper K; sind die algebraischen
Abschliisse der rein-transzendenten Erweiterungen P;(T;). Die Isomorphie der
rein-transzendenten Erweiterungen P (T}) = Py(T») ist aus Méchtigkeitsgriin-
den evident, und die Isomorphie ihrer algebraischen Abschliisse ist auch ohne
Zick-Zack-Argument leicht einzusehen (vergl.[St 1910], S. 287).

Es gibt aber auch viele Fille, wo die einseitige Version nicht ausreicht und
zur Konstruktion eines Isomorphismus das hin-und-her-springen zwischen den
vorgegebenen Strukturen notwendig ist. Als Beispiel fiir diesen Fall nennen
wir den folgenden klassischen Satz von ANGUS MACINTYRE ([M 1972]). Dieser
Satz ist ein Seitenstiick zum Isomorphie-Satz von STEINITZ, denn algebraisch-
abgeschlossene Korper sind nach dem HiLBERTschen Nullstellensatz existenziell-
abgeschlossen.

2.2 Satz (A.MACINTYRE, 1972): Fiir zwei abzdhlbare, existenziell-abge-
schlossene Gruppen G und H sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) G und H sind isomorph: G = H.
(ii) G ist in H und H ist in G einbettbar.

Es handelt sich hier um einen Satz vom Typ des DEDEKIND-BERNSTEINschen
Aquivalenz-Satzes: zwei Mengen M und N sind gleichmiichtig, wenn jede von
ihnen mit einer Teilmenge der anderen gleichméchtig ist. Dabei sagen wir, daf
die Gruppe G in die Gruppe H einbettbar ist, wenn G mit einer Untergrup-
pe von H isomorph ist. Der Beweis des Satzes von MACINTYRE verwendet
die Technik der H N N-Erweiterungen, um schrittweise im Zick-Zack-Verfahren
einen lokal-inneren Isomorphismus von G auf H aufzubauen.

Eine andere prominente Anwendung des Zick-Zack-Verfahrens wird im Be-
weis des Satzes von KEISLER-SHELAH gegeben, demzufolge zwei Strukturen
(derselben Signatur) genau dann elementar-Aquivalent! sind, wenn sie isomor-
phe Ultrapotenzen haben (vergl. [K 1961]).

Die bekannteste Anwendung findet die Zick-Zack-Methode vermutlich im
Beweis des Satzes von ENGELER, RYLL-NARDZEWSKI und SVENONIUS. Dieser
Satz kennzeichnet die Ng-kategorischen Theorien. Dabei wird eine Menge T'
von Aussagen (der 1.Stufe) Ng-kategorisch genannt, wenn je zwei Ro-méchtige
Modelle von T isomorph sind (vergl. dazu auch 9.):

2.3 Satz (E. ENGELER, C.RYLL-NARDZEWSKI, L. SVENONIUS, 1959): Fiir
jede vollstindige Theorie T', die in einer abzihlbaren Sprache der ersten Stufe
formuliert ist, sind die folgenden beiden Eigenschaften dquivalent:

IDiesen Begriff aus der Mathematischen Logik besprechen wir ausfiihrlich im Abschn. 8.



(i) T ist No-kategorisch;
(ii) Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt: T hat nur endlich viele n-Typen.

Typen, die keine Haupttypen sind, haben Modelle, in denen sie ,ausgelassen®
werden (ndheres iiber Typen in Abschnitt 9.). Mit diesem Argument wird die
Implikation (i)=(ii) bewiesen. Im Beweis der Umkehrung (ii)=-(i) lehnt man
sich eng an den Beweis von Satz 1.1 an, allerdings unter Verwendung der Zick-
Zack-Methode (vergl. [F 1980]).

ADRIAN MATHIAS hat vor etwa 16 Jahren die Frage gestellt, ob man diesen
Satz wirklich nur unter Verwendung der Zick-Zack-Methode beweisen kann.
L&ft sich der Satz nicht mit der einseitigen Variante wie in CANTORs Isomorphie-
Satz beweisen? Etwas genauer lautet die Frage von A. MATHIAS wie folgt:
Problem (MATHIAS, 1985). Mt = (M, .. .) sei eine Ro-kategorische Struktur mit
abzahlbar-unendlicher Grundmenge M und M = {a;; i € N} = {b;; i € N}
seien zwei verschiedene Abzahlungen von M. Es sei eine Abbildung ¢ von M
in M auf folgende Weise erklért: ¢(a;) = dasjenige b, mit kleinstem Index m
fiir das

tan(ai/(ao, - - -, ai-1)) = tan(bm /(¥ (ac), -+, p(ai-1)))

gilt. Ist dann ¢ notwendig surjektiv? Dabei ist ton(a/{ao, ..., ai—1)) der ,Typ“
des Elementes a in der Struktur 9t = (M,...) iiber der Folge von Parame-
tern ag,...,a;—1, d.h. die Menge aller Formeln ®(vy,...,v;) (aus der Sprache
der 1.Stufe von 9), in der hochstens die Variablen vy, ..., v; frei vorkommen,
derart, daR ®[aq,...,a;—1,a] in M gilt>.

Diese Frage hatte DOUGALD MACPHERSON am 27.2.1986 in das Problem
book des ,,Oxford-Queen Mary College Joint Seminar in Model Theory and
Permutation Groups® eingetragen und damit publik gemacht. Partielle Ant-
worten hat PETER CAMERON gefunden und in seinem Buch iiber oligomorphe
Permutationsgruppen ([Ca 1990], S. 124 ff) publiziert.

3. Die Entdeckung der 7;-Mengen durch Paul Du Bois-Reymond
und Felix Hausdorff

P.Du Bois-REYMOND hatte in verschiedenen Abhandlungen und Biichern aus
den Jahren 1870 bis 1882 die Menge M aller strikt-monoton wachsenden Funk-
tionen f : Rt — RT betrachtet, fiir die lim, ,o f(z) = oo gilt, und ihren
Endverlauf studiert (R* sei die Menge alle positiven reellen Zahlen). Sein Ziel
war dabei, die divergierenden Funktionen nach ihrer Geschwindigkeit des Un-
endlichwerdens zu graduieren, d.h. in einer linear geordneten Skala unterzu-
bringen. Funktionen f,g € M mit der Eigenschaft lim, . % € R haben
fiir Du Bois-REYMOND ,,gleiches Unendlich® (in Zeichen g ~ f). Wenn jedoch

2Der Begriff des ,,Typs‘ wurde in der Mitte des 20.Jahrhundert in die Mathematische
Logik eingefiihrt. Er wurde unter der Bezeichnung ,quidditas® (,Washeit“, ,Quidditit“) aber
schon in der Scholastik diskutiert. In Abschnitt 9. wird ausfiihrlicher auf diesen Begriff ein-
gegangen.



lim, 00 % = oo gilt, dann schrieb er f < g und sagte, g hitte ein ,,grofleres

Unendlich“ als f. Er bewies in seiner Abhandlung [DuB 1873], S.88-91, den
folgenden Satz:

3.1 Satz (P.Du Bois-REYMOND, 1873) Zu jeder strikt-aufsteigenden, ab-
zdhlbaren Folge von Funktionen f,(z) € M, fo < fi < fo---, gibt es eine
dominierende Funktion g(z), d.h.es gilt f,, < g fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Den Beweis hatte DU B01s-REYMOND mit einem Diagonal-Argument ge-
fithrt (siehe auch [DuB 1875], S. 365, oder auch [DuB 1882], S. 284). Bemerkens-
wert ist dabei, dak es sich hier wohl um die erste Anwendung eines Diagonal-
Argumentes in der Mathematik handelt, etwa 15 Jahre bevor auch CANTOR
(1890) ein solches Argument verwendet hat. EMILE BOREL hat dem Satz von
Du Bois-REYMOND in seinem Buch Legons sur la Théorie des Fonctions (Pa-
ris, 1898) einen Anhang von 12 Seiten gewidmet. Eine ausfiihrliche Wiirdigung
der Du Bors-REYMONDschen Arbeiten gab G. FISHER in [Fi 1981].

Das System (M, <) bezeichnete DU BoO1s-REYMOND als ,infinitdre Panta-
chie*> und nannte die Aquivalenzklassen [f] = {f; g ~ f} .infinitire Punk-
te“. DU Bois-REYMOND hielt die Menge P = {[f]; f € M} dieser infinité-
ren Punkte fiir ein nicht-archimedisch angeordnetes Kontinuum ([DuB 1882],
S. 280, 283). Das ist allerdings nicht richtig. Es handelt sich lediglich um eine
partiell-geordnete Menge, wie wohl zuerst CANTOR 1893 ([C 1895]) bemerkt
hat; aber es handelt sich offenbar um eine hochinteressante partiell-geordnete
Menge. HAUSDORFF hatte 1906 damit begonnen, diese partiell-geordnete Men-
ge P zu studieren®. Er betrachtete maximale linear-geordnete Teilmengen, die
er in Anlehnung an die Terminologie DU Bois-REYMONDs , Pantachien* nann-
te. HAUSDORFF konnte (unter Verwendung des Wohlordnungssatzes) die Exi-
stenz derartiger Pantachien zeigen und ihre Ordnungstypen bestimmen. Er
entdeckte dabei eine {iberraschende Analogie zwischen den CANTORschen in-
sich-dichten linearen Ordnungen und den Pantachien. Eine leichte Modifikati-
on des Beweises von Satz 3.1 fithrte ihn zu dem folgenden Einschaltungs-Satz
(cf.[H 1907a], Teil V, S.119; [H 1909a], S. 304-305; [H1936b], S. 244):

3.2 Satz (P.Du Bois-REYMOND, F. HAUSDORFF): Wenn A und B zwei ab-
ziéhlbare Teilmengen einer Pantachie sind mit der Eigenschaft Va € A Vb € B :
a < b, dann gibt es in der Pantachie ein z mit der Eigenschaft: Va € A Vb €
B:a<z<hb.

3Die Bezeichnung soll an das griechische Wort navtay# (an allen Stellen, allerorten) erin-
nern.

47Zwolf Jahre spiter hat ihn die Graduierung nach dem Endverlauf zur Definition neuer
Mafibegriffe und eines neuen Dimensionsbegriffs angeregt (cf. [H 1919a]). Dariiber berichten
CH. BranDpT, H. HAASE, K. STEFFEN, H. G. BoTHE und J. SCHMELING in drei ausfiihrlichen
Studien, die in dem Sammelband Feliz Hausdorff zum Geddchtnis, Band 1 (E. BRIESKORN,
Hrsg.), Vieweg Verlag Braunschweig 1996, enthalten sind. S.auch diese Edition, Band IV,
S.21-54.



Unter Verwendung der Kontinuums-Hypothese CH konnte HAUSDORFF zei-
gen, daf je zwei Pantachien als geordnete Mengen isomorph sind. HAUSDORFF
schrieb dazu 1909 in seiner Abhandlung [H 1909a], S. 302:

Sollte das Kontinuum die zweite Machtigkeit haben, so wéire damit das
Pantachie-Problem vollig entschieden: alle Pantachien haben dann einen
gemeinsamen ziemlich einfachen Typus H, der sich zu dem Typus 5 der
rationalen Zahlenmenge analog verhélt wie der Typus Q der zweiten Zah-
lenklasse zu dem der ersten w.

HAUSDORFF bezeichnete den Ordnungstyp einer Pantachie also mit H, dem
grofien griechischen Buchstaben ‘Eta’. Aber genauso wie man den Ordnungstyp
der endlichen Ordinalzahlen auch mit w = wg bezeichnet, und den Ordnungs-
typ der Klasse aller abzdhlbaren Ordinalzahlen mit = w;, so verwendete
HAUSDORFF bereits 1907 auch die Notation n =n9, H = 7.

HAUSDORFF konnte ferner zeigen, daft im Gegensatz zur Behauptung von DU
Bois-REYMOND die Pantachien keine Kontinua sind, d.h. daft sie nicht stetig
geordnet sind:

3.3 Satz (Liickensatz von F.HAUSDORFF, 1907, 1909) Es gibt eine Pan-
tachie, in der es einen Schnitt (A, B) gibt, wobei A die Konfinalitit Q = w;
und B die Koinitialitdt Q* = w} hat und kein Element 2z mit o < 2 < b fiir
a € A,b € B existiert.

Diesen Liickensatz bewies HAUSDORFF 1907 zunéchst unter Verwendung der
Kontinuums-Hypothese CH (es wird allerdings nur 2% < 2% benétigt). Der
Beweis verliduft wie folgt: Die Menge aller monotonen reellen Funktionen hat
die Michtigkeit 2%°. Also gilt auch fiir jede Pantachie P : Kard(P) < 2¥o
(Kard(P) bezeichnet die Kardinalitét von P). Wenn P keine (€2, *)-Liicken
hiitte, dann wiire 281 < Kard(P), also® 280 = 2%t im Widerspruch zu CH (cf. [H
1907al, S. 128, Satz 3.3). Einen Beweis des Liickensatzes, der nur vom Auswahl-
Axiom Gebrauch macht und von der Kontinuums-Hypothese unabhiingig ist,
fand HAUSDORFF erst 1909 (siehe [H 1909a], S. 320, S.323). Es handelt sich
um einen genial angelegten Beweis, der mit Recht zu den besten Resultaten
HAUSDORFFs in der Mengenlehre gezihlt wird.

Es ist bemerkenswert, daf hier zum ersten Male in der Geschichte der Mathe-
matik die Elimination der Kontinuums-Hypothese aus einem Beweis gelungen
war. Andere berithmte Beispiele sind:

M. ZornNs Elimination von CH aus dem Beweis eines Satzes von R. BAER
aus der Korpertheorie (cf.[Z 1935]) und

G.NOBELINGS Elimination von CH aus dem Beweis eines Satzes von E.
SPECKER iiber die Freiheit der additiven Gruppe der beschrinkten Folgen

5 Auf diese Gleichung war in einem anderen Zusammenhang auch N. LusiN 1935 in seiner
Arbeit Sur les ensembles analytiques nuls (Fund. Math. 25 (1935), 109-131) gestoken. Man
bezeichnet 280 = 281 gelegentlich auch als Lusinsche Hypothese.



ganzer Zahlen (cf.[Noe 1968]). NOBELINGs Elimination von CH erregte
ein solches Aufsehen, daf sie sogar in der Encyclopedia Britannica — Book
of the Year 1970 (Seite 492) besprochen wurde.

Ein weiteres Beispiel wird im Beweis von Satz 6.5 gegeben.

Wenn man CH voraussetzt, dann sind alle Pantachien ordnungs-isomorph und
es gilt dann die Aussage, daft alle Pantachien unstetig geordnet sind. HAUS-
DORFF hat 1907 die Frage gestellt, ob es Pantachien ohne (wq,w})-Liicken gibt
(siehe [H 1907a], S. 151). KURT GODEL hat 1970 in einem Essay Some conside-
rations leading to the probable conclusion that the true power of the continuum
is Ny (in: K. GODEL Collected Works, Band 3, New York 1995, pp. 420-422; sie-
he dazu auch die Einfithrung von ROBERT SOLOVAY, loc. cit. pp. 405-420) die
Vermutung ausgesprochen, daf es mit den iiblichen Axiomen der Mengenlehre
(einschlieklich Auswahlaxiom, aber ohne Kontinuumshypothese) widerspruchs-
frei sei anzunehmen, dafs es stetig geordnete Pantachien gibt, d.h. Pantachien
von abzahlbaren Folgen reeller Zahlen, in denen es keine (w;,w;)-Liicken gibt
und in denen alle Teilmengen hdchstens die Konfinalitit w; und Koinitialitét wy
haben. Diese Vermutung GODELSs ist bis heute weder bewiesen noch widerlegt
(und damit ist auch HAUSDORFFs Frage unbeantwortet), obwohl sie inzwischen
weltweit von vielen Mathematikern bearbeitet wurde.
HAUSDORFF hat den Liickensatz 1936 auf die partiell-geordnete Menge

P(w)/Pe(w)

iibertragen, wenn P(w) ~ 2N die volle Potenzmenge von w = N und Pe(w) das
Ideal der endlichen Teilmengen von w ist ([H 1936b]). In der Tat ist P(w)/Pe(w)
sogar eine Boolesche Algebra und alle maximalen linear geordneten Teilmengen
sind 11-Mengen.

Im ausgehenden 20. Jahrhundert haben KrzZYSzZTOF MAZUR ([Ma 1991]) und
STEVO TODORCEVIC ([T 1998]) die von HAUSDORFF begonnenen Untersuchun-
gen fortgesetzt und auch fiir einige andere Ideale I in P(w) die Existenz von
(Q,Q*)-Liicken in P(w)/I bewiesen. Es ist bemerkenswert, dall dabei wieder
2% < M1 yorausgesetzt werden mufte. Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber
alte und neue Liicken-Sétze gibt MARION SCHEEPERS in [S 1993].

4. Anwendungen der 7;-Mengen in der Topologie

Wegen der STONE-Dualitét ist das Studium der Booleschen Algebra P(w)/Pe(w)
mit dem Studium des topologischen Raumes $*(w) = f(w) — w dquivalent. Da-
bei bezeichnet f(w) die STONE-CECH-Kompaktifizierung des diskreten Raumes
w = N der natiirlichen Zahlen. Die HAUSDORFFschen Resultate, die P(w)/Pe(w)
betreffen, haben daher ein direktes Analogon in der Theorie des Raumes 5* (w)
(vergl. etwa die Abhandlung [En 1972] von RYSZARD ENGELKING). Aber auch
die Boolesche Algebra P(w)/P.(w) selber und ihre maximalen Ketten mit ihren
Liicken spielen eine beachtliche Rolle in der Topologie, denn sie erlauben die



Konstruktion zahlreicher interessanter topologischer Rdume. Auf eine derartige
Konstruktion wollen wir etwas genauer eingehen.

Ein topologischer HAUSDORFF-Raum R wird pseudo-normal genannt,wenn
es zu jeder abgeschlossenen Teilmenge A C R und zu jeder abzdhlbaren (!)
abgeschlossenen Teilmenge B C R mit AN B = ) stets zwei offene disjunkte
Mengen U,V gibt mit ACU und BC V.

Wenn man in dieser Definition die Voraussetzung der Abz&hlbarkeit von
B streicht, dann erhélt man das {ibliche Trennungs-Axiom Ty von H. TIETZE
(1923). HAUSDORFF-Riume, die das Axiom T} erfiillen, nennt man seit ALEXAN-
DROFF-URYSOHN 1924 normal“. Es stellt sich die Frage, ob ein pseudo-normaler
HAUSDORFF-Raum, der alle klassischen Abzihlbarkeits-Bedingungen erfiillt,
normal ist. Daf das nicht so sein mufs, hat zuerst MICHAEL WAGE 1975 bewie-
sen. Einen neuen, sehr viel eleganteren Beweis hat ERIK VAN DOUWEN 1976
gefunden. Unter Anwendung des HAUSDORFFschen Liickensatzes bewies er den
folgenden Satz ([D 1977]):

4.1 Satz (E. v. DOUWEN, 1976) Es gibt HAUSDORFF-Rdume R, die pseudo-
normal aber nicht normal sind, die {iberdies separabel, abzihlbar-parakompakt
und lokal-kompakt sind und das erste Abz&hlbarkeits-Axiom erfiillen.

Den HAUSDORFFschen Liickensatz (in der Version von 1936 fiir P(w)/Pe(w))
verwendet VAN DOUWEN in der folgenden Formulierung:

4.2 Liickensatz (F. HAUSDORFF, 1936) Es gibt zwei ein-eindeutige Abbil-
dungen F' und G von w; in die Potenzmenge von w = N mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Fiir alle @ € wy und alle 8 € wy mit a < B gilt: F(a) — F(8),G(a) —G(B)
und F(a) N G(a) sind endlich, aber F(8) — F(a) und G(8) — G(«) sind
unendlich,

(ii) Fiir alle 8 € wy und alle n € wist {o;a < f & G(a)NF(B) C n} endlich,

(iii) Es gibt keine Teilmenge A C w derart, dak fiir jedes @ € w; sowohl
G(a) N A als auch F(a) — A endlich ist.

Fir X Cwsei [X] ={Y Cw; (X -Y)U(Y —X) ist endlich}; man setzt ferner
noch [X] < [Y] & X —Y ist endlich und Y — X ist unendlich. Nach 4.2 bilden
dann die Klassen [F'(«)] eine strikt aufsteigende Folge und die [w — G(a)] eine
strikt absteigende Folge, die aufeinander zu laufen, aber kein Element zwischen
sich haben.

Beweis-Skizze fiir Satz 4.1. VAN DOUWEN betrachtet den Raum

R=wU{fa; a €w1}U{ga; a €Ewr},

wobei die Elemente f, und g, paarweise verschieden sein sollen und nicht
zu w gehoren sollen. Eine Teilmenge W von R soll ,offen” sein, falls (unter
Verwendung der Notation aus 4.2)



(1) sowohl {«; fo € W} als auch {a; g, € W} ‘offene’ Teilmengen von wy
sind, d. h. falls fiir ihre Komplemente K gilt:

Vacew : aNK #0=JaNK) € K,

(2) wenn fo € W, dann soll F(0) — W endlich sein, und wenn f, € W fiir
1 < a < wy, dann soll ein 8 € a derart existieren, dafs (F(a) — F(8)) — W
endlich ist,

(3) wenn gg € W, dann soll G(0) — W endlich sein, und wenn g, € W fiir
1 < a < wy, dann soll ein 8 € « existieren so, dakl (G(a) — G(B)) — W endlich
ist.

Der so definierte topologische Raum ist nicht normal, weil aufgrund des
Liickensatzes die beiden disjunkten abgeschlossenen Mengen {f.; a € wi}
und {ga; @ € wy} nicht durch offene Teilmengen getrennt werden kénnen.

Mit einem &hnlich konstruierten Raum

R=w’U{fa; a €wi1}U{ga; a@ €wr}

hat MARY ELLEN RUDIN ein Beispiel fiir einen reguldren, abzahlbar-parakom-
pakten, separablen Raum gegeben, der auch das erste Abzédhlbarkeits-Axiom
erfiillt, aber nicht normal ist. Solche Rdume werden ,anti-Dowker-Raume* ge-
nannt (siche den Artikel von M. E.RUDIN in [KuV 1984], S.761-780, dort
S.777).

HAUSDORFF selber gab 1936 eine Anwendung des Liickensatzes in der De-
skriptiven Mengenlehre. Er bewies in [H 1936b] den folgenden Satz:

4.3 Satz (F. HAUSDORFF, 1936) Jeder separable, vollstindige, tiberabz&hlbare
HAUSDORFF-Raum R kann als Union einer aufsteigenden Folge von N; paar-
weise verschiedenen G5-Mengen X, (« € wy) dargestellt werden.

Zum Beweis betrachtet HAUSDORFF zunichst den Raum P(w) & 2, dessen
Topologie durch die BAIREschen Intervalle I, g = {X C w; X Nn = E} (fiir
E Cn € w, wobein = {0,1,2,...,n — 1}) gegeben ist. Die I,, g bilden also
eine Basis fiir das System aller offenen Mengen. Fiir zwei Mengen A, B C w
und eine natiirliche Zahl n € w sind dann

Du(A,B) = {X Cw; AN {n} € X N {n} C BN {n}},
D"(A,B) = (] Dnk(A,B) ={X Cw;AN[n,—» [C X N[n,— [C BN[n,— [}
kew
abgeschlossene Teilmengen und unter Verwendung der Notation aus dem Liicken-
satz 4.2 ergibt sich, daf (fiir @ € wy) die Intervalle
I(@) = |J D"(F(a),w — G(a)) = {X Cw;[F(a)] < [X] < [w—~ G(a)]}
new

F,-Mengen sind. Nach dem Liickensatz ist ihr Schnitt leer. Die Komplemente
sind paarweise verschiedene G5-Mengen und ihre Union ist ganz P(w). Dieser



Raum P(w) ist aber als kompakte, und daher abgeschlossene, Teilmenge in
jedem separablen, vollstindigen T5-Raum R enthalten. Daraus folgt dann sofort
die Behauptung.

Wir bemerken noch, dafs Satz 4.3 im Falle des Raumes R der reellen Zahlen
zuerst von WACLAW SIERPINSKI auf ganz anderem Wege bewiesen worden ist
([Si 1933]).

5. Die HAUSDORFFschen 7,-Mengen

Ist es moglich, weitere Analoga zu den Ordnungstypen n und H in hoheren
Maichtigkeiten zu konstruieren? Ist es moglich, fiir jede unendliche Kardinal-
zahl R, eine linear geordnete Menge (M, <) mit der folgenden Eigenschaft zu
konstruieren:

(*) Fiir je zwei Teilmengen A, B C M mit Kard(4) < X,, Kard(B)< X, und
YVae AVbe B:a<bgibtesz € M mitVa€ A VbeE B:a<x<b.

Linear geordnete Mengen mit dieser Eigenschaft nannte HAUSDORFF 7),-
Mengen. Die Menge der rationalen Zahlen ist dann eine n9-Menge und die
Pantachien sind n;-Mengen. Die Existenz von n,-Mengen ist leicht zu zeigen.
Das eigentliche Problem dabei ist, ob es n,-Mengen der kleinstmdglichen Kar-
dinalitdt N, gibt und ob sie bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind. Unter
Verwendung der Generalisierten Kontinuums-Hypothese (GCH) konnte HAUS-
DORFF im Falle von Nachfolger-Kardinalzahlen die positive Antwort geben. Mit
der Methode der Partialprodukte® vom Grade a gelang ihm die Konstruktion
dieser Mengen.

Fiir eine kardinale Anfangszahl w, sei A(w,) die Menge aller Abbildungen
von {f; B < wy} in die drei-elementige Menge {0, 1,2} (oder {l,m,n}, mit
Il < m < n, wie HAUSDORFF schreibt, wobei m irgendein ,mittleres“ Element
sein soll). HAUSDORFF zeigt, daf die lexikographisch geordnete Menge

W(wa) ={p € A(wa); Iy < wa Y(y <V <wy = p(v) =m)}

im Falle @ = 3 + 1 eine n,-Menge der Michtigkeit 274 ist. Insgesamt bewies
HAUSDORFF den folgenden Satz (er findet sich in den Grundziigen der Men-
genlehre auf den Seiten 181-183).

5.1 Satz (F. HAUSDORFF, 1907) Sei « eine beliebige Ordinalzahl, o > 0.

(i) Jede linear geordnete Menge einer Kardinalitdt < X, kann ordnungstreu
in jede n,-Menge eingebettet werden.

(ii) Jede no-Menge hat eine mit W (w,) isomorphe Teilmenge.
(iii) Je zwei n,-Mengen der Kardinalitat R, sind ordnungsisomorph.

(iv) Wenn X, singulér ist, dann sind 7n,-Mengen sogar 7,+1-Mengen.

6S. Anm.[49], dieser Band. S. 605.



(v) 7Mas1-Mengen haben stets eine Michtigkeit > 2%,
(vi) Es gibt eine 1,+1-Menge der Kardinalitiit 2%« beispielsweise W (w,).

(vii) Es gibt eine n,y1-Menge der Kardinalitéit R,,1 genau dann wenn 28e =
Not1-

Der Beweis von (iii) wird mit der Zick-Zack-Methode gefiihrt. Satz 5.1 gibt ei-
ne umfassende Antwort auf die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von
No-Mengen, sofern a eine Nachfolger-Ordinalzahl ist, « = 8 + 1, oder a = 0.
Im Falle singuldrer Kardinalzahlen X, folgt aus (iv) und (v) die Existenz einer
Na-Menge der Kardinalitit 2%=+1, Im Falle regulirer Kardinalzahlen R, mit
Limeszahlindex o macht der Satz keine Aussage. Regulére Kardinalzahlen R,
mit Limeszahlindex « sind, wie HAUSDORFF 1908 an anderem Ort bemerkt
hatte, Kardinalzahlen von ,exorbitanter Grofie. Solche Zahlen werden heute
,schwach-unerreichbare Kardinalzahlen“ genannt (siehe die Anm. [44] zu HAUS-
DORFFs Grundzigen, dieser Band, S.600). SIERPINSKI hat 1949 den Beweis
von HAUSDORFF etwas vereinfacht und insbesondere gezeigt, dal man statt
der drei-elementigen Basis-Menge {l,m,n} genauso gut eine zwei-elementige
Menge, etwa 2 = {0, 1}, nehmen kann ([Si 1949]). SIERPINSKI bewies, daf die
lexikographisch geordnete Menge

H(wy) ={p €2¥; Iy <wy: oy) =1&Vr(y <v <wy, = pv) =0)}

im Falle o = 8 + 1 eine 71,-Menge der Miichtigkeit 2%¢ ist. EGBERT HARZHEIM
bewies 1964, daf die Mengen W (wg) und H (w,) fiir & > 0 stets isomorph sind
([Harz 1964]).

Wenn R, regulir ist, dann ist ferner jede Teilmenge von H(w,), die eben-
falls eine n,-Menge ist, mit H (w,) isomorph. LEONARD GILLMAN konnte den
HAUSDORFFschen Satz 1956 wie folgt ergénzen ([G 1956]):

5.2 Satz (L. GILLMAN, 1956) Sei « eine beliebige Ordinalzahl, a > 0.

(viii) Wenn 2%« # X, 1, dann gibt es zwei nicht-isomorphe 7,41-Mengen der
Kardinalitét 2%.

(ix) Wenn R, eine schwach-unerreichbare Kardinalzahl ist, dann gibt es eine
nNo-Menge der Kardinalitit N, genau dann wenn X, stark-unerreichbar
ist.

Man kann jetzt die Aussagen (vii) und (ix) aus den Sétzen 5.1 und 5.2 zusam-
menfassen und erhélt den folgenden abschliefsenden Satz:

5.3 Satz (F. HAUSDORFF, L. GILLMAN) Sei « eine beliebige Ordinalzahl, o >
0. Es gibt eine n,-Menge der Kardinalitit X, genau dann, wenn R, regulir ist
und VB(B < a = 2% < N,) gilt.



Wenn es keine 77;-Menge der Kardinalitdt Ry geben sollte, dann stellt sich die
naheliegende Frage, ob es denn 7;-Mengen der Kardinalitdt N, oder vielleicht
der Kardinalitit N, gibt, etc. Es ist seit langer Zeit bekannt, daf die mdogli-
chen Kardinalitdten von 7;-Mengen gewissen Einschrinkungen unterliegen. Es
gilt ganz allgemein, daf die Kardinalzahl einer 7;-Menge stets die Form g™°
hat, wobei k eine geeignete Kardinalzahl ist. MIKHATL. ANTONOVSKI, DAVID
und GREGOR CHUDNOWSKI und EDWIN HEWITT haben in ihrer Abhandlung
[ACH 1981] diesen Satz wie folgt verallgemeinert (dabei bezeichnet y<®= die
,schwache Potenz®, also

pNe =3 ut = Sup{p™; B eal):
B<a

5.4 Satz (M. ANTONOVSKIJ, D. CHUDNOVSKY, G. CHUDNOVSKY, E. HEWITT,
1981): Wenn M eine n,-Menge der Kardinalitét p ist, dann gilt g = p<®=.

Satz 5.1 (vi) liefert eine Méchtigkeitsabschitzung fiir beliebige linear geord-
nete Mengen, die PAUL URYSOHN (in [U 1923/1924]) HAUSDORFF zugeschrie-
ben hat. Diese Méchtigkeitsabschétzung ist insofern bemerkenswert, weil in der
(klassischen) Mengenlehre nicht gesagt werden kann, welchen Wert 2% ober-
halb von 8,47 annimmt.

5.5 Satz (F. HAUSDORFF, P. URYSOHN, 1924) Sei (M, <) eine beliebige linear
geordnete Menge. Wenn weder wq41 noch wy ,; ordnungstreu in M einbettbar
ist, dann gilt Kard(M) < 2%,

Beweis: Sei p = Kard(M) und M = {m,; a € pu}. Wir definieren durch
transfinite Rekursion eine Einbettung F' von M in die HAUSDORFFsche 1q41-
Menge W(wq+1) wie folgt: Sei F(mg) ein beliebiges Element von W(way1).
Wenn ¢ € p und F(«) fiir alle o € 6 bereits definiert ist, dann sei A eine
wohlgeordnete konfinale Teilmenge von {m.; a € § & my < ms} und Bj
eine invers-wohlgeordnete koinitiale Teilmenge von {my; @ € § & ms < m,},
jeweils von kleinstmoglicher Méchtigkeit. Nach Voraussetzung gilt Kard(Aj) <
R, und Kard(Bs) < N,. Es gibt also ein d € W(way1) mit F(a) < d < F(b)
fiir alle @ € A5, b € Bs und wir kénnen F(J) = d setzen. Nach Satz 5.1(vi) gilt
schlieRlich: Kard(M) < Kard(W (wa+1)) = 2%=.

Wir haben den kurzen Beweis von Satz 5.5 gebracht, weil er in besonders
eindrucksvoller Weise die Bedeutung der von HAUSDORFF geprégten Begriffe
des Element- und des Liicken-Charakters sichtbar macht (siche HAUSDORFFs
Grundziige der Mengenlehre, Seite 142 ff). Nicht die Méachtigkeiten der beiden
Schnitt-Mengen {m,; a € § & m, < ms} und {m,; a € § & ms < my} sind
relevant, sondern nur ihre Konfinalitdt, bzw. Koinitialitét.

Einen neuen Beweis von Satz 5.5 hat TODORCEVIC unter Verwendung von
"Partitions-Béumen linear geordneter Mengen’ in seinem Artikel Trees and Li-
nearly Ordered Sets gegeben (siehe [KuV 1984], S.235-293, dort S.249). Ich
mochte hier einen weiteren Beweis geben.



Ein weiterer Beweis von Satz 5.5: Sei (M, <) eine beliebige linear geord-
nete Menge, deren Kardinalitit > 2% ist, also Kard(M) > (2%)*. Sei <
eine beliebige Wohlordnung von M. Wir betrachten die folgende Partition von
Po(M)={X; X C M & Kard(X) = 2}:

Ao ={{z,y} € P2(M); z <y & z <y},
A ={{z,y} €P2(M); z <y &y < z}.

Die von PAUL ERDOS 1942 bewiesene Partitions-Relation (2%)T — (k7)2 liefert
die Existenz einer homogenen Menge H der Kardinalitit N,41. Wenn dabei
Po(H) C Ag gilt, dann stimmen die beiden linearen Ordnungen < und < auf
H iiberein, und folglich ist H auch beziiglich < wohlgeordnet vom Typ wq.t1.
Wenn jedoch Po(H) C A gilt, dann folgt analog, dal H in Bezug auf die
lineare Ordnung < invers-wohlgeordnet vom Typ wy, ,; ist.

Wenn (M, <) eine abzahlbare linear-geordnete Menge ist, dann ist offenbar
wo oder wf§ ordnungstreu in M einbettbar. PAUL ERDOS, ALFRED TARSKI,
WIiLLIAM HANF, DONALD MONK und DANA ScOTT haben in den Jahren
1961-1964 die Frage untersucht, fiir welche iiberabz&hlbaren Kardinalzahlen
 der analoge Sachverhalt gilt, dafs jede linear-geordnete Menge (M, <) der
Maéchtigkeit k entweder eine wohlgeordnete Teilmenge vom Ordungstyp s oder
eine Teilmenge vom invers-geordneten Ordnungstyp «* enthélt. Sie fanden, dafs
dies genau die sogenannten ,schwach-kompakten* Kardinalzahlen sind. Solche
Kardinalzahlen sind stark-unerreichbar. Auf diese ,unerreichbaren Kardinal-
zahlen war HAUSDORFF 1908 in einem anderen Zusammenhang gestoften. Er
bezeichnete sie als ,exorbitant grofse Kardinalzahlen®.

HARZHEIM bewies in [Harz 1965] die folgende Verschirfung von Satz 5.5:
Wenn M eine linear-geordnete Menge ist, in die weder wq41 noch w}, einbettbar
ist, dann ist M in jede n,-Menge einbettbar.

6. n.-Gruppen und n,-Korper

Die HAusDORFFsche Konstruktion der 7,-Mengen fiihrte ein halbes Jahrhun-
dert spéter zu einer bedeutenden Entdeckung in der Algebra, ndmlich einem
Analogon zum STEINITZschen Isomorphie-Satz (Satz 2.1) in der Theorie der
formal-reellen Korper.

Zusammen mit der Addition ist die geordnete Menge Q der rationalen Zahlen
eine geordnete abelsche Gruppe und (Q,+, <,0) ist somit ein Beispiel einer
abelschen 79-Gruppe. Wenn wir auch die Multiplikation in Betracht ziehen,
dann ist (Q,+,+,<,0,1) ein Beispiel eines no-Korpers. Es stellt sich jetzt die
Frage, ob es auch n,-Gruppen und 7,-Korper fiir beliebige Ordinalzahlen a > 1
gibt. Diese Frage hatte schon HAUSDORFF 1907 ([H 19074, S. 141) gestellt, aber
nicht beantworten kdnnen.

Es ist heute verh&ltnisméRig leicht, n;-Gruppen und n;,-Korper zu konstruie-
ren. Wenn F ein freier Ultrafilter auf der Menge w = N der natiirlichen Zahlen
ist, dann ist die Ultrapotenz Q¥ /F eine n;-Gruppe (und als Korper aufgefafit



auch ein 7;-Kérper) der Michtigkeit 2%, Wenn man diese Konstruktion auf ho-
here Méchtigkeiten ausdehnen will, dann benétigt man sogenannte ,,gute Ul-
trafilter und den Begriff der ,saturierten Struktur”. Man kann 7n,-Gruppen und
No-Korper aber auch unter Verwendung von HAHNschen Produkten erhalten
(vergl. HAUSDORFFs Grundziige der Mengenlehre, S.199-200 zum Begriff des
HaHNschen Produktes). Das haben zuerst NORMAN L. ALLING ([A 1962]) und
PAuLo RIBENBOIM 1965 ausgearbeitet (siehe dazu auch S.PRIESS-CRAMPE
[Pr 1983]).

Fiir eine beliebige Menge M sei RM die Menge aller Abbildungen von M in
den Korper R der reellen Zahlen. Fiir eine Abbildung f € RM sei Supp(f) =
{a € M; f(a) # 0} der Triger (oder Support) von f. Wenn M linear geordnet
ist, dann ist

H(M) = {f € RM; Supp(f) ist wohlgeordnet}

die HaHNsche Gruppe iiber der linearen Ordnung M (Die Wohlgeordnetheit
von Supp(f) bezieht sich dabei auf die lineare Ordnung von Af). Die Addi-
tion ist komponentenweise erklirt. Ein Element von H (M) ist ,positiv®, wenn
f(Min(Supp(f))) > 0 ist, wobei Min(X) das Minimum von X ist. H(M) trigt
demnach die lexikographische Ordnung, die # (M) zu einer linear geordneten
Menge macht. Es gelten dann die folgenden Sétze, wobei in 6.1 fiir die Machtig-
keit der 1,-Gruppe H (M) lediglich die Abschiitzung Kard(H(M)) < 2Kard(M)
gilt:

6.1 Satz: Fiir jede n,-Menge M ist H(M) eine n,-Gruppe.

6.2 Satz (N. ALLING, P. RIBENBOIM, 1962/1965): Sei N, reguldr, a # 0 mit
der Eigenschaft V3 € a : 2% < R,. Sei M eine n,-Menge der Kardinalitit 8.
Dann ist

H(M), = {f € RM; Supp(f) ist wohlgeordnet & Kard(Supp(f)) < R}

eine 1,-Gruppe der Kardinalitat N,

Die Existenz von 1,-Korpern kann man auf &hnliche Weise zeigen. Wenn G,
eine multiplikativ geschriebene abelsche n,-Gruppe ist, dann ist der Korper
H(G4,R) der formalen Potenzreihen auf G, iiber R ein 7,-Korper,

H(G.,R) = {f € RE; Supp(f) ist wohlgeordnet}.

Daf diese von HANS HAHN eingefiihrten formalen Potenzreihen einen Korper
bilden, hat HAUSDORFF in seinen Grundziigen der Mengenlehre im Abschnitt
iber ,Komplexe reeller Zahlen* auf den Seiten 206—209 vollstindig ausgefiihrt.
Die Multiplikation ist dabei die sogenannte ,Faltung*: f-g = h , wobei h wie
folgt definiert ist: h(v) ist (in R) die endliche (!) Summe aller Terme f(a)g(3),
fiir die a8 = v gilt. Wenn G, eine n,-Gruppe der Kardinalitit R, ist und N,



regulér ist, dann ist (nach ALLING, 1962) der Unterkorper
H(Ga,R)q = {f € H(Gq, R); Kard(Supp(f)) < Na}

ein 7n,-Korper der Kardinalitdt X,. Wenn G, radizibel ist, dann ist H(Gq, R),
ein reell-abgeschlossener Korper.

Unter Voraussetzung von GCH sind die 1,-Mengen G,, und H(G,,R), nach
Satz 5.1 (ii) als geordnete Mengen (!) isomorph. Wenn man GCH nicht voraus-
setzen will, dann ist gar nicht klar, ob iberhaupt jede n,-Menge der Ordnungs-
typ eines n,-Korpers ist. Eine Antwort gibt der folgende Satz:

6.3 Satz (M. ANTONOVSKIJ, D. CHUDNOVSKY, G. CHUDNOVSKY, E. HEWITT,
1981) Es gibt ein Modell der Mengenlehre (mit Auswahlaxiom), in dem 2% =
281 = R, gilt und in dem die STERPINSKIsche 1;-Menge H (w;) nicht der Ord-
nungstyp eines 7, -Korpers ist ([ACH 1981]).

Wir konnen jetzt den angekiindigten Satz mitteilen, der ein Analogon des
STEINITZschen Isomorphiesatzes (Satz 2.1) in der Theorie der formal-reellen
Korper darstellt.

6.4 Satz (P. ErRDOS, L. GILLMAN, M. HENRIKSEN, 1955): Je zwei {iberabzihl-
bare, reell-abgeschlossene 7,-Korper der Kardinalitét R, sind isomorph ([ErGH
1955]).

Beweis. Wenn K und K, zwei reell-abgeschlossene n,-Korper derselben iiber-
abzéhlbaren Michtigkeit 8, sind, dann haben sie gleichméchtige Transzendenz-
basen T; {iber ihrem Primkorper Q, welche n,-Mengen der Kardinalitidt N,
sind. Offenbar liegt T; dicht in K;. Mit einem Zick-Zack-Argument konstruiert
man jetzt zwei aufsteigende stetige Folgen von reell-abgeschlossenen Unterkor-
pern L, C Ky und M, C K, L, ~ M,, Kard(L,) < R, (fir v € R,) und
Lo ~ My ~ Q, wobei Q der reelle Abschluf von Q ist. Es soll

K, = U{L,,; v E Na} und K5 = U{Mu; v E Na}

gelten. Zur Rekursion sei angenommen, dafs L, und M, bereits konstruiert sind
und f, ein Isomorphismus von L, auf M, ist. Wenn v eine gerade Ordinalzahl
ist, dann sei d das erste Element von T} (in einer fest gewihlten transfiniten
Aufzdhlung von T1), das nicht in L, liegt. Dann zerlegt d die Menge L, in zwei
Klassen, A = {z € L,; © < d} und B = {x € L,; d < x}. Man wahlt jetzt in
der no-Menge T» ein Element e mit f,(a) < e < f,(b) fiir alle a € A, b € B.
Sei L, 41 der reelle Abschluf (in K;) von L, U {d} und sei M,4; der reelle
Abschluf (in K3) von M, U {e} . Nach Wahl von d und e kann f, zu einem
Isomorphismus f,4+1 von L,y; auf M, , fortgesetzt werden. f, 1 ist durch
fv C fus1 und f,11(d) = e eindeutig bestimmt. Wenn v ungerade ist, wechselt
man die Seiten. Dann ist f = [J{f,; v € N5} der gesuchte Isomorphismus.
Satz 6.4 hat viele interessante Konsequenzen. Es folgt beispielsweise sofort,
die Vollstidndigkeit und Entscheidbarkeit der Theorie der reell-abgeschlossenen



Korper. TARSKI hatte das urspriinglich auf einem ganz anderen Wege bewiesen,
ndmlich unter Angabe eines Verfahrens der Quantoren-Elimination.

6.5 Satz (A. TARSKI, 1947)
(i) Je zwei reell-abgeschlossene Korper sind elementar-Aquivalent.
(i) Die Theorie (der 1.Stufe) des Kérpers (R, +,—,-, 7%, <) ist entscheidbar.

Beweis-Skizze. Zu (i): Sei K ein beliebiger reell-abgeschlossener Korper
und (nach dem Satz von LOWENHEIM-SKOLEM) A eine abzdhlbare elemen-
tare Substruktur von K. Wenn F' ein freier Ultrafilter auf w ist, dann sind
die Ultrapotenzen A¥/F und R¥/F offenbar 7;-Koérper. Unter der Annah-
me der Kontinuums-Hypothese CH ist ihre Kardinalitdt 8; und der Satz von
ERDOS-GILLMAN-HENRIKSEN liefert ihre Isomorphie. Also sind auch K und
R elementar-dquivalent. Das iibliche Axiomensystem fiir reell-abgeschlossene
Korper ist also vollstdndig. Man kann jetzt den Formalismus der Theorie der
reell-abgeschlossenen Korper ,,gddelisieren und die Aussage der Vollstindigkeit
in einer zahlentheoretischen Aussage ® kodieren. Nach dem oben gegebenen
Argument ist ® in ZSF + CH beweisbar”. Nach einer Bemerkung von GEORG
KREISEL ist ® dann aber bereits in ZSF beweisbar (vergl. dazu [F 1971], S.41).

Zu (ii): Die Theorie des Korpers der reellen Zahlen ist rekursiv axioma-
tisierbar (die Menge aller Godelzahlen von wahren Aussagen also rekursiv-
aufzahlbar). Sie ist nach (i) auch vollstindig und daher rekursiv, also ent-
scheidbar.

Satz 6.5 hat viele interessante und wichtige Anwendungen. Als Beispiel er-
wahnen wir den Satz, daf es endlich-dimensionale nicht-assoziative Divisions-
Algebren iiber reell-abgeschlossenen Kérpern K nur in den Dimensionen 1,2, 4
und 8 gibt. Kommutative endlich-dimensionale nicht-assoziative Divisions-Alge-
bren iiber reell-abgeschlossenen Kérpern K gibt es nur in den Dimensionen 1
und 2.

Diese Aussagen wurden urspriinglich von H. HopF (1940), R. BorT, J. MIL-
NOR und M. KERVAIRE (1958) mit tiefliegenden topologischen Methoden nur
fir den Korper K = R der reellen Zahlen bewiesen. Da die Aussage iiber
die Dimension in der Logik der 1.Stufe ausgedriickt werden kann, iibertragt
sie sich nach Satz 6.5 (i) auf alle reell-abgeschlossenen Korper (vergl. dazu [J
1964], Band 3, S.314-316).

7. Universell-homogene Modelle

Der grofse Erfolg der HAUSDORFFschen Theorie der linear-geordneten 7,-Men-
gen fiihrte zu der Frage, ob nicht auch fiir andere Klassen K von Strukturen
analoge Begriffe geprigt werden konnen. Zunéchst springt die Eigenschaft der
Einbettbarkeit aus Satz 5.1 (i) ins Auge, die wie folgt verallgemeinert werden

"Mit ZSF bezeichnen wir die ZERMELO-SKOLEM-FRAENKELsche Mengenlehre (ohne Aus-
wahlaxiom), die in der Literatur auch unter der Bezeichnung ZF bekannt ist.



kann.

Definition (BJARNI JONSSON, 1956). Sei K eine Klasse von Strukuren der-
selben Signatur und sei a eine beliebige Ordinalzahl, @ > 0. Eine Struktur
A= (A,...) aus K heifit N,-universell (genauer: (X, K)-universell), falls jede
Struktur B aus K, deren Méchtigkeit < N, ist, mit einer Substruktur von 2
isomorph ist.

Nach Satz 5.1 und Satz 5.3 gibt es in der Klasse K, s aller linear-geordneten
Mengen fiir jede regulidre Kardinalzahl X, eine X,-universelle lineare Ordnung
der Michtigkeit X,, vorausgesetzt es gilt V3(3 < a = 2% < R,). Der Fra-
ge, ob es auch in der Klasse aller partiell geordneten Mengen X, -universelle
partielle Ordnungen gibt, war zuerst ANDRZEJ MOSTOWSKI (1938) nachge-
gangen. Er bewies (in [Mos 1938], auf der Grundlage der iiblichen ZERMELO-
SKOLEM-FRAENKELschen Mengenlehre ZSF) die Existenz einer abzéhlbaren
Rop-universellen partiellen Ordnung. JONSSON ([Jo 1956]) konnte auf der Grund-
lage von ZSF + GCH zeigen, dafs auch fiir jede iiberabzahlbare Kardinalzahl
N, eine N,-universelle partiell geordnete Menge der Machtigkeit N, existiert.
JONSSON bewies den sehr viel allgemeineren Satz 7.1 unter Verwendung der
folgenden Begriffe.

Definition. Sei K eine Klasse von Strukturen derselben Signatur.

(i) K hat die ,gemeinsame Einbettungs-Eigenschaft, wenn je zwei Struktu-
ren aus K bis auf Isomorphie in einer Struktur aus K enthalten sind.

(ii) K hat die Amalgamierungs-Eigenschaft, wenn zu beliebigen Strukturen
A, %8, ¢ aus K und Einbettungen f : A — 9B und g : A — € stets eine
weitere Struktur ® € K existiert und Einbettungen F' : B — ® und
G:C—Dsodab Fof=Gog.

7.1 Satz (B. JONSSON, 1956) Sei K die Klasse aller Modelle eines Systems von
Aussagen (einer abzdhlbaren Sprache der 1.Stufe). Wir setzen voraus, daff K
unendliche Modelle enthilt und daf K die Amalgamierungs-Eigenschaft und
die gemeinsame Einbettungs-Eigenschaft hat und unter Unionen von Ketten
abgeschlossen ist.

(i) Dann existiert fiir jede tiberabzihlbare reguldre Kardinalzahl X, mit der
Eigenschaft V3(3 < a = 2% < R,) wenigstens eine (R, K)-universelle
Struktur der Kardinalitat N,.

(ii) Unter der Annahme von GCH gibt es auch fiir jede singulire Kardinalzahl
R, wenigstens eine (X, , K)-universelle Struktur der Kardinalitét N,.

7.2 Zusatz (B. JONSSON, 1956) Wenn dariiberhinaus alle Modelle aus K lokal-
endlich sind, dann existieren auch (Ro, K)-universelle Strukturen.

In der Klasse K¢ aller abelschen Gruppen sind nicht alle Strukturen lokal-
endlich. Dennoch ist fiir jede unendliche Kardinalzahl « die teilbare Gruppe



Q" @ (Q/Z)*) offenbar eine k-universelle abelsche Gruppe der Michtigkeit
k, wenn Q die additive Gruppe der rationalen Zahlen, Z die Gruppe der gan-
zen Zahlen und G das schwache direkte Produkt (auch ,direkte Summe*
genannt) von x Kopien von G bezeichnet. Die Torus-Gruppe Q/Z ist die di-
rekte Summe der quasi-zyklischen Priifer-Gruppen Z(p®), wenn p die Menge
aller Primzahlen durchléuft.

BERNHARD und HANNA NEUMANN haben gezeigt, dafs es in der Klasse aller
Gruppen keine RNp-universellen Gruppen gibt ([NN 1950]). Nach Satz 7.1 gibt
es unter der Annahme von GCH in dieser Klasse aber fiir jede iiberabzihlbare
Kardinalzahl R, eine R,-universelle Gruppe der Méchtigkeit R,. Nach PHILIP
HaLL ([Ha 1959])gibt es jedoch in der Klasse aller lokal-endlichen Gruppen
eine abzihlbare universelle Gruppe. Diese Gruppe tragt den Namen ‘ULF’ (als
Akronym fiir ,universell lokal-finit*). Sie ist einfach, verbal vollstéindig und alle
ihre Automorphismen sind lokal-innere Automorphismen. Diese Gruppe spielt
in der Theorie der existenziell-abgeschlossenen X-Gruppen eine herausragende
Rolle.

Die Klasse Ky s der linear geordneten Mengen erfiillt alle Voraussetzungen
von 7.1 und 7.2. Unter der Annahme von GCH gibt es daher in jeder unendlichen
Kardinalzahl X, mindestens eine (X,, K|y )-universelle lineare Ordnung. Es
gibt also beispielsweise auch eine ¥,-universelle linear geordnete Menge der
Kardinalitit N,,. Nach HAUSDORFFs Satz 5.1 (iv), (v) kann eine solche Menge
keine n,-Menge sein. Die Begriffe der (N4, K ar)-universellen linearen Ordnung
und der n,-Menge der Kardinalitdt R, sind also verschieden.

Ubrigens sind die von SIERPINSKI angegebenen Mengen H(w,) stets Ng-
universelle lineare Ordnungen, auch wenn R, singulér ist. Darauf hat zuerst
GILLMAN ([G 1956]) hingewiesen. Einen sehr kurzen Beweis dieser Tatsache
hat ELLIOTT MENDELSON (Proc. AMS 9 (1958), 712-713) gefunden.

Die (N4, K)-universellen Strukturen einer Klasse K sind bis auf Isomorphie
noch nicht eindeutig bestimmt. Dies kann erreicht werden, wenn man (nach ei-
nem Vorschlag von JONSSON in [Jo 1960]) fordert, daf sie auch noch homogen
sein sollen.

Definition (ROLAND FRAISSE, 1954) Sei K eine Klasse von Strukturen dersel-
ben Signatur. Eine Struktur 2 = (A4,...) aus K heifft K-homogen, falls jeder
Isomorphismus zwischen zwei Substrukturen %8 = (B,...) und € = (C,...) von
A mit B € K, € € K und Kard(B) < Kard(A4) zu einem Automorphismus von
2 erweitert werden kann.

ne-Mengen der Kardinalitét R, sind offenbar homogen (d. h. Ky, 3/-homogen).
Die Bedingung der Homogenitét ist auch im Falle anderer Klassen von Struk-
turen studiert worden. Im Falle der Klasse K¢ aller Gruppen haben GREGORY
CHERLIN und U.FELGNER in [ChF 1991, ChF 2000] eine Klassifikation aller
endlichen homogenen Gruppen und aller unendlichen auflésbaren homogenen
Gruppen gegeben.

7.3 Satz (B. JONSSON, 1960) Sei K die Klasse aller Modelle eines Systems von



Aussagen (einer abziahlbaren Sprache der 1.Stufe). Wir setzen voraus, dalt K
unendliche Modelle enthilt und daf K die Amalgamierungs-Eigenschaft und
die gemeinsame Einbettungs-Eigenschaft hat und unter Unionen von Ketten
abgeschlossen ist. Dann existiert fiir jede iiberabzdhlbare reguldre Kardinal-
zahl X, mit der Eigenschaft V3(8 < a = 2% < X,) eine (X,, K)-universelle
K-homogene Struktur der Kardinalitdt X,, und je zwei (R, K)-universelle K-
homogene Strukturen der Kardinalitét N, sind isomorph.

Die n,-Mengen der Kardinalitdt X, sind genau die (X, K /)-universellen
K p-homogenen Strukturen der Kardinalitdt N,. Daher ist Satz 7.3 offenbar
eine Verallgemeinerung von Satz 5.4.

HAUSDORFF betrachtete 1936 die Boolesche Faktor-Algebra P(w)/Pe(w) der
Teilmengen von w modulo dem Ideal Ps(w) der endlichen Teilmengen. Wir
hatten dariiber in 3. berichtet. Er zeigte, daft maximale Ketten in dieser Menge
stets 171-Mengen und daher insbesondere universelle, homogene linear-geordnete
Mengen sind. JEROME KEISLER hat dieses Ergebnis 1966 verallgemeinert ([K
1966]). Auf der Grundlage der Mengenlehre ZSF mit Auswahlaxiom und Konti-
nuums-Hypothese CH bewies er den folgenden Satz:

7.4 Satz (H.J.KEISLER, 1966) P(w)/Ps(w) ist eine universelle, homogene
Boolesche Algebra der Méchtigkeit des Kontinuums.

Man sagt, dafs eine Boolesche Algebra B = (B,M,U, —,0,1) die starke ab-
zdhlbare Trennungs-FEigenschaft besitzt, falls fiir je zwei abzihlbare Teilmengen
X und Y von B mit der Eigenschaft

siUzo U Uz, <y Nya Mo Mym

fiir beliebige endliche Teilmengen {x,zs,...,2,} € X und {y1,y2,...,ym} C
Y stets ein Element b € B existiert derart, dafs

xll_lzgl_l---l_lccj<b<y1I‘Iy2I‘I---I‘ka

fiir beliebige endliche Teilmengen {x1,22,...,2;} C X und {y1,y2,...,yx} C
Y gilt. Es handelt sich hier offenbar um eine direkte Ubertragung der Eigen-
schaft (*) aus 5.auf Boolesche Algebren. Jede unendliche Boolesche Algebra,
die die starke abzdhlbare Trennungs-Eigenschaft besitzt, ist N;-universell. Da-
mit kann man jetzt Satz 5.1 (ii) von HAUSDORFF wie folgt iibertragen (siehe
SABINE KOPPELBERGs Artikel Algebraic theory in [Mon 1989], Band 1, S. 82)):

7.5 Satz (Unter der Voraussetzung von CH) Bis auf Isomorphie ist P(w)/Pes(w)
die einzige Boolesche Algebra der Kardinalitdt Ny, die die starke abzdhlbare
Trennungseigenschaft besitzt.

Wenn man CH nicht voraussetzt, dann mufs P(w)/Pe(w) nicht universell sein.
Man kann (mit der ’Erzwingungs-Methode’ von PAUL COHEN) Modelle der



Mengenlehre konstruieren, in denen 2%¢ beliebig grof ist, derart, daf ws nicht
in P(w)/P.(w) ordnungstreu einbettbar ist.

Das MARTINsche Axiom MA impliziert, daf jede wohlgeordnete Menge der
Kardinalitiit < 2%° und jede linear geordnete Menge der Kardinalitit < 2%° in
P(w)/Ps(w) einbettbar ist. Aus dem ,Proper Forcing Axiom* PFA von SAHA-
RON SHELAH ergibt sich, daf es eine linear geordnete Menge M der Kardinalitdt
2%0 gibt, die nicht in P(w)/Pe(w) einbettbar ist. Daher ist auch die Intervall-
Algebra iiber M nicht in P(w)/Pe(w) einbettbar (fiir einen Beweis siehe den
Artikel von JAMES BAUMGARTNER in [KuV 1984], 913-959, dort S.933-934).

Universell-homogene Strukturen haben interessante Anwendungen in der The-
orie der Modelle der Mengenlehre gefunden. Wenn gezeigt werden soll, dafs es
nur unter Verwendung des Auswahlaxioms beweisbar ist, daf alle Strukturen
einer Klasse K eine gewisse Eigenschaft haben, dann adjungiert man zu einem
vorgegebenen abzihlbaren Standard-Modell der Mengenlehre eine ,generische
Kopie“ einer universell-homogenen Struktur aus K mit dem Ziel, ein symme-
trisches Modell der Mengenlehre zu erhalten, in dem die generische Kopie die
betrachtete Eigenschaft hoffentlich nicht hat (cf. U. FELGNER in [F 1971], S. 112
ff. fiir eine Reihe von Anwendungen dieser Methode).

Aufgrund der starken Voraussetzungen sind die Sétze 7.1, 7.2 und 7.3 nicht
allzu haufig anwendbar. Der Begriff der universell-homogenen Struktur ist wohl
noch nicht der allgemeine Begriff, der den Begriff der n,-Menge in angemessener
Weise verallgemeinert. Ein solcher Begriff ist 1958 von ROBERT L. VAUGHT
gefunden worden. Es handelt sich um den Begriff der ,saturierten Struktur.
Wir berichten dariiber in den folgenden beiden Abschnitten.

8. Saturierte Modelle

H. JEROME KEISLER, MICHAEL MORLEY und ROBERT L. VAUGHT haben er-
kannt, daf man zu einer umfassenden Verallgemeinerung des Begriffes der n,-
Menge kommt, wenn man in den Begriffen der ,universellen und der ,homo-
genen“ Struktur iiberall den algebraischen Begriff des Morphismus durch den
modell-theoretischen Begriff des ,elementaren Morphismus* ersetzt.

Um diese Verallgemeinerung beschreiben zu kdnnen, bendtigen wir einige
Begriffe aus der Modelltheorie. Formale Sprachen der 1.Stufe bezeichnet man
auch als ,elementare Sprachen®. Das sind Sprachen, in denen Quantifizierungen
nur iiber Elemente einer Struktur, nicht aber iiber Teilmengen der Struktur,
moglich sind. Daher erhalten im Folgenden alle Begriffe, in denen auf elemen-
tare Sprachen Bezug genommen wird, den Zusatz ,elementar.

(1) Nach TARSKI (1936) nennt man zwei Strukturen, in denen dieselben Aus-
sagen (aus der zugehorigen Sprache £ der 1.Stufe) gelten, elementar-

dquivalent. A = B symbolisiert die elementare Aquivalenz von 2 und
B.

(2) Nach TARSKI und VAUGHT (1956) nennt man eine Substruktur 2 =
(A,...) einer Struktur B = (B,...) eine elementare Substruktur, falls



in beiden Strukturen dieselben L 4-Aussagen gelten. Dabei ist L4 die
Erweiterung von £ um Namen fiir jedes Element von A.

(3) Eine ein-eindeutige Abbildung F' einer L-Struktur 2 = (A4,...) in ei-
ne L-Struktur B ist eine elementare Abbildung, falls fiir jede L£-Formel
®(vy,...,v,) und beliebige Elemente a4, ..., a, € A gilt:

A = ®(ay,...,a,) genau dann wenn B = ®(F(aq),...,F(a,)).
Dabei steht 2 = ¥ fiir die Aussage ,, ¥ gilt in A“.

In der folgenden Definition wird der Begriff der homogen-universellen Struktur
modifiziert. Die Definition findet sich fiir abzdhlbare Strukturen bei VAUGHT:
Homogeneous universal models of complete theories, Notices AMS 5 (1958),
S.775, und dann auch fiir iiberabzéhlbare Strukturen bei H.J. KEISLER ([K
1961]) und M. MORLEY-R. L. VAUGHT ([MoV 1962]).

Definition (R.L. VAUGHT, 1958):

(i) Eine Struktur 2 = (A,...) heit elementar-universell, falls jede mit 2
elementar-dquivalente Struktur 8 = (B, .. .), fiir die Kard(B) < Kard(A)
gilt, mit einer elementaren Substruktur von 2l isomorph ist.

(ii) Eine Struktur 20 = (A,...) heifit elementar-homogen, falls fiir je zwei
wohlgeordnete Teilmengen B = {by; a € 6} C Aund C = {c4; a € 0} C
A mit 6 < Kard(A) und (A, ba)acs = (2, ca)acs stets ein Automorphis-
mus ¢ von 2 existiert mit ¢(by) = ¢, fiir alle a € 4.

Definition (R.L. VAUGHT, 1958) Eine Struktur 2 heifit saturiert, wenn sie
elementar-universell und elementar-homogen ist.

Urspriinglich benutzte VAUGHT dieses Wort nur fiir abz&hlbare Strukturen
(R. L. VAUGHT: Prime models and saturated models, Notices AMS 5 (1958),
p. 780, Abstract 550-39). Er schrieb:

Call 2 a saturated model of T, if (i) % is denumerable and is an elemen-
tary extension of an isomorph of each denumerable model of T', and (ii)
if m € w and (ao, ...,am) and (bo, ..., bn) satisfy in 2 the same formulas
of T, then there is an automorphism ¢ of 2 with p(a;) = b; for i < m.

Wenn man die Beschréankung auf abzihlbare Strukturen fallen 1dt, dann erhilt
man den heute iblichen Begriff der ,saturierten Struktur®, wie oben angegeben.
Fiir saturierte Strukturen gilt:

8.1 Satz (H. J. KEISLER, M. MORLEY, R. L. VAUGHT, 1961) Je zwei elementar-
dquivalente elementar-universelle und elementar-homogene Strukturen der glei-
chen Michtigkeit sind isomorph.

Zu diesem und dem folgenden Satz waren KEISLER, MORLEY und VAUGHT
durch die Untersuchungen HAUSDORFFs iiber n,-Mengen motiviert worden,



worauf KEISLER in seiner Abhandlung ([K 1961]), p. 490, ausdriicklich hinge-
wiesen hat. — Von der Existenz saturierter Modelle handelt der folgende Satz:

8.2 Satz (H.J.KEISLER, M. MORLEY, R.L. VAUGHT, 1961/1962) Auf der
Grundlage von ZSF + GCH gilt fiir jede Ordinalzahl @ > 0 und jede abz&hl-
bare Sprache £ der 1.Stufe die folgende Aussage: Jede unendliche £-Struktur
M = (M,...), deren Kardinalitit < N,4; ist, hat eine saturierte elementare
Erweiterung der Kardinalitét N, ;.

Der Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis der Séitze 5.1 (ii) und 7.3. Man
verwendet dabei die Tatsache, dafs die Klasse K aller Strukturen, die mit einer
vorgegebenen Struktur elementar dquivalent sind, die gemeinsame , Einbettungs-
Eigenschaft“ hat. Sie hat auch die ,Amalgamierungs-Eigenschaft”, wenn man
sie so formuliert, daf die dabei auftretenden Einbettungen allesamt ,elementare
Einbettungen® sind. Sie ist nach dem ,Ketten-Satz* von TARSKI (1952) auch
unter Unionen elementarer Ketten abgeschlossen. Fiir saturierte Strukturen
gelten ferner die folgenden Aussagen:

(a) Eine linear geordnete Menge der Kardinalitit R, ist genau dann satu-
riert, wenn sie eine n,-Menge ist. Aus Satz 8.1 folgt daher sofort Satz
5.1(ii), daf je zwei n,-Mengen der Kardinalitit R, isomorph sind. Zum
Beweis benétigt man allerdings auch die elementare Aquivalenz der 7,-
Mengen, die sich aber sofort aus dem Satz von LOWENHEIM-SKOLEM und
CANTORS Isomorphie-Satz 1.1 ergibt.

(b) Ein iiberabzahlbarer reell-abgeschlossener Korper K der Kardinalitit R,
ist genau dann saturiert, wenn er als geordnete Menge eine 7,-Menge ist.
Aus Satz 8.1 und TARSKIs Satz 6.4 (i) folgt daher auf neuem Wege Satz
6.3 von ERDOS-GILLMAN-HENRIKSEN.

(c) Algebraisch-abgeschlossene Korper sind genau dann saturiert, wenn sie
unendlichen Transzendenzgrad iiber ihrem Primkorper haben. Aus Satz
8.1 folgt also der klassische Satz von STEINITZ, daf iiberabzadhlbare gleich-
méchtige algebraisch-abgeschlossene Korper gleicher Charakteristik iso-
morph sind. Zum Beweis benttigt man hier allerdings auch die elementa-
re Aquivalenz dieser Korper, die sich aber (nach ABRAHAM ROBINSON,
1955) sofort aus der 'Modell-vollstindigkeit’ dieser Korper ergibt.

(d) Uberabziihlbare saturierte abelsche Gruppen sind ,algebraisch-kompakt®
im Sinne von I. KAPLANSKY. Diese Einsicht ermdglicht eine Klassifikation
aller abelschen Gruppen bis auf elementare Aquivalenz (WANDA SzMIE-
LEW, 1955, — sieche auch PAUL EKLOF — E. R. FISHER [EFi 1972]).

(e) Die saturierten elementaren Erweiterungen R* des Korpers R der reellen
Zahlen sind ,Nicht-standard Erweiterungen“ von R, in denen die LEIB-
N1zsche Differential- und Integral-Rechnung mit all ihren infinitesimal-
kleinen Elementen durchfiihrbar ist.



Einen anderen Zugang zum Begriff der ,saturierten Struktur hat MORLEY in
seiner Dissertation (|[Mo 1965]) aufgezeigt. Sein Zugang erméglichte die Ausbil-
dung der sogenannten , Stabilitidts-Theorie, die zu zahlreichen tiefen Einsichten
gefithrt hat. Wir berichten dariiber in dem folgenden Abschnitt.

9. Die Kardinalzahlen der saturierten Modelle

MORLEY hat als Ausgangspunkt seiner Untersuchungen (Mo 1965]) nicht den
HAUSDORFFschen Satz 5.1 (i) genommen (von dem JONSSON in [Jo 1956, 1960]
und auch noch MORLEY & VAUGHT in [MoV 1962] ausgegangen waren), son-
dern die Eigenschaft (*), die wir zu Beginn von 5. formuliert haben. Das fiihrte
ihn zu der folgenden zentralen Definition.

Definition (H. J. KEISLER, [K 1961], M. MORLEY, [Mo 1965]). Sei M = (M, .. .)
irgendeine Struktur, deren zugehorige Sprache £ eine Sprache der 1. Stufe ist.

Sei A C M und L4 die Erweiterung von £ um Namen fiir jedes Element von

A. Eine Menge p von L 4-Formeln wird Typ von 9 iiber A genannt, falls (1)

in den Formeln aus p hichstens die eine Variable v frei vorkommt, (2) fiir jede

L4-Formel @, in der hochstens v frei vorkommt, entweder & € p oder (—®) € p

gilt, und (3) Th(9)Up widerspruchsfrei ist (d. h. wenn jede endliche Teilmenge

von p in 9 simultan erfiillbar ist).

Mit Son(A) bezeichnete MORLEY die Menge aller Typen von 9t iiber A
(Son(A) ist der STONE-Raum der zugehorigen LINDENBAUM-Algebra, woran
das Symbol ,,S*“ erinnern soll).

Man sagt, dall ein Typ p in 9t = (M, ...) realisiert ist, wenn es ein a € M
gibt, das alle in p liegenden Formeln simultan erfiillt. Mit der Notation aus
2.koénnen wir sagen, daft p in 9 realisiert ist, wenn es ein a € M mit p =
ton(a/A) gibt.

Ein Typ, der in 9 nicht realisiert ist, wird von 9 ausgelassen.

Ein Typ p (von 9 iiber A) beschreibt also die ,,Stelle”, an der ein Element
von 9 steht, oder stehen konnte. Diese Beschreibung darf die Namen fiir die
Elemente von A benutzen.

Mit dieser Terminologie 1ift sich die HAUSDORFFsche Einschalt-Bedingung
(*) aus 5. auch wie folgt formulieren:

Definition. Eine linear geordnete Menge 9t = (M, <) ist eine 7,-Menge ge-
nau dann, wenn fiir jede Teilmenge A C M mit Kard(A) < R, jeder Typ p aus
Son(A) in 9N realisiert ist.

Diese Formulierung erlaubt, den HAUSDORFFschen Begriff der n,-Menge wie
folgt zu verallgemeinern (Wir setzen hier und im Folgenden stets voraus, dafs
L eine abzdhlbare Sprache der 1. Stufe ist).

Definition (H. J. KEISLER [K 1961], M. MORLEY [Mo 1965]) Eine £-Struktur
M = (M,...) nennt man X,-saturiert, wenn fiir jede Teilmenge A von M mit



Kard(A) < R, gilt, dafs jeder Typ p aus S (A) in 9 realisiert ist. M = (M, .. .)
nennt man saturiert, wenn 9 Kard(M)-saturiert ist.

Es ist leicht zu sehen, daf eine Struktur genau dann im Sinne von KEIs-
LER und MORLEY saturiert ist, wenn sie im Sinne von VAUGHT saturiert ist,
d.h. wenn sie elementar-universell und elementar-homogen ist. Wie im Beweis
von Satz 8.1 folgt jetzt:

9.1 Satz. Je zwei elementar-dquivalente XN ,-saturierte Strukturen der Méich-
tigkeit N, sind isomorph.

Ebenso ergibt sich wie im Beweis von Satz 8.2:

Satz 9.2. Jede unendliche £-Struktur, deren Kardinalitit < 2%« ist, hat eine
N, 1-saturierte elementare Erweiterung der Kardinalitiit 2%«

HAUSDORFF hat in Satz 5.1 (vii) gezeigt, dakl es eine 1,4+1-Menge der Kardi-
nalitiit R,y genau dann gibt, wenn 2%« = R, ;. LiRt sich auch diese Aussage
auf saturierte Modelle {ibertragen? Gibt es fiir beliebige Theorien T N, -
saturierte Modelle von 7" der Kardinalitit R,4; genau dann, wenn N = Noq1?

Die Antwort ist negativ. Beispielsweise hat die Theorie, die kein einziges
aufier-logisches Axiom enthilt, die reinen (unstrukturierten) Mengen als Mo-
delle. Diese Theorie hat in jeder Machtigkeit N, ein N,-saturiertes Modell der
Michtigkeit X,. Es gibt aber auch weniger banale Beispiele fiir dieses Phé-
nomen. So hat auch die Theorie der algebraisch abgeschlossenen Korper der
Charakteristik 0 in jeder unendlichen Machtigkeit X, ein X, -saturiertes Modell
der Michtigkeit R, .

Es stellt sich die Frage, ob man die Trennungslinie zwischen den Theorien, die
in jeder iiberabzdhlbaren Méchtigkeit N, ein N,-saturiertes Modell der Mach-
tigkeit N, haben, und den Theorien, die wie im HAUSDORFFschen Satz 5.1
(vii) Ny 1-saturierte Modelle nur in Kardinalitiiten > 2%« haben, scharf ziehen
kann. Die Antwort ist positiv. Aber das konnte man erst erkennen, nachdem die
MoRrLEYsche Theorie der R;-Kategorizitit zur sogenannten Stabilitdtstheorie
ausgebaut worden war.

Es zeigt sich hier eine tiefgehende Dichotomie in der Klasse aller Theorien,
und zwar sind Theorien T entweder ,stabil“ oder ,unstabil“ im Sinne der fol-
genden Definition:

Definition (F. RowBOTTOM, ca.1967) Eine vollstdndige Theorie T, die in ei-
ner abzdhlbaren Sprache £ der 1.Stufe formuliert ist, heifst N,-stabil, falls fiir
jedes T-Modell 9t = (M, ...) und jede Teilmenge A C M mit Kard(4) < ¥,
gilt, daf auch Kard(Sop(A)) < R ist.

Man nennt eine Theorie T' stabil, wenn sie in wenigstens einer unendlichen
Kardinalzahl stabil ist. Andernfalls heifst sie unstabil. Die stabilen Theorien



zerfallen nach einem tiefliegenden Satz von SHELAH in drei Klassen.

9.3 Stabilitdts-Spektrums Satz (S. SHELAH [Sh 1969]) Sei T eine vollstén-
dige Theorie, deren Axiome in einer abzahlbaren Sprache der 1. Stufe formuliert
sind. Dann ist das Stabilitdts-Spektrum Spek(T") = {XN,; T ist R,-stabil} eine
der folgenden vier Klassen: (), {s;x = ™0}, {x; 2% <k}, {k,No <k}

Fiir diese vier Klassen ist die folgende Sprechweise iiblich:

T ist unstabil, wenn Spek(T) = (),

T ist stabil, wenn Spek(T) D {k; &k = X0},

T ist super-stabil, wenn Spek(T) D {x; 2% < &},
T ist w-stabil, wenn Spek(T) = {k; o < k}.

Es gilt {x; g < &} D {k;2% < Kk} D {k; kK = k™°} und daher ist jede w-stabile
Theorie auch superstabil, und jede superstabile Theorie auch stabil.

Nach einem anderen Satz von SHELAH (1971) sind die unstabilen Theorien
genau diejenigen Theorien, in denen unendliche lineare Ordnungen ,yorkom-
men“. Es gilt, genauer gesprochen, der folgende Satz:

9.4 Satz (S. SHELAH [Sh 1971]) Sei T eine vollstdndige Theorie, deren Axiome
in einer abzdhlbaren Sprache £ der 1. Stufe formuliert sind. Dann sind dquiva-
lent:

(i) T ist unstabil,

(ii) Es gibt eine £-Formel ®(uy,...,un,v1,...,0,), ein T-Modell M = (M, ...)
und unendlich viele n-tupel a; = (a1 4,...,an,;) € M", so dah fiir alle na-
tiirlichen Zahlen j,k € N gilt: (M = @[a;, a;]) < j < k.

Die Theorie der in-sich-dichten linear-geordneten Mengen ohne Randpunkte
ist offenbar unstabil. Auch die Theorie der reell-abgeschlossenen Korper ist
unstabil. Dagegen ist die Theorie der algebraisch-abgeschlossenen Korper fester
Charakteristik in allen unendlichen Kardinalzahlen stabil.

Der folgende Satz 9.5 von VIKTOR HARNIK ([Har 1975]) beriicksichtigt die
Dichotomie in stabile und unstabile Theorien. Dieser Satz ist eine weitreichende
Verallgemeinerung von HAUSDORFFs Satz 5.1 (iv), (v). Der Beweis verwendet
eine gehorige Portion Stabilitdts-Theorie. Der Satz 9.5 erkléart, warum HAUS-
DORFFs Satz 5.1 (iv), (v), (vil) nicht generell auf saturierte Modelle {ibertragen
werden kann. Man kann die Aussagen (iv), (v), (vil) von Satz 5.1 nur im Falle
unstabiler Theorien auf saturierte Modelle iibertragen. Fiir stabile Theorien
gelten schiirfere Aussagen.

9.5 Satz (V. HARNIK, 1975)

(i) Vollstandige Ny-stabile Theorien besitzen N,-méchtige saturierte Model-
le.



(ii) Vollstindige, unstabile Theorien besitzen in keiner singuldren Kardinal-
zahl N, ein N,-méichtiges saturiertes Modell.

Es ist bemerkenswert, daf Satz 9.5 auf der Grundlage der iiblichen Mengenlehre
(mit Auswahlaxiom) beweisbar ist, und von der generalisierten Kontinuums
Hypothese GCH keinen Gebrauch macht.

Insgesamt zeigt sich die Theorie der 7,-Mengen als ein lebendiges Gebiet.
Viele Anwendungen und Fortentwicklungen haben wir nicht erwihnt, etwa die
Resultate iiber Partitions-Relationen fiir 17,-Mengen. Andere Fortentwicklun-
gen haben wir nur ansatzsweise erldutert, etwa die mengentheoretischen Resul-
tate im Umfeld der Liicken-Sitze (vergl. dazu den umfangreichen Ubersichts-
Artikel von M. SCHEEPERS ([S 1993]). Das Gebiet ist noch lange nicht ausge-
schopft und wird sicherlich auch im neuen Jahrhundert noch zu zahlreichen
Anwendungen und Weiterbildungen fiihren.
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