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1. Historische Wurzeln

Mit Konzepten wie Konvergenz, Grenzwert, Stetigkeit, Kurve, Fliche, Raum,
Kontinuum, haben sich seit der Antike sowohl Mathematiker als auch Philo-
sophen auseinandergesetzt. In der Mathematik waren es vor allem das Stre-
ben nach Strenge in der Analysis, nach Verschérfung der Begriffe und nach
Emanzipation von naiver Anschauung, die schlieflich Voraussetzungen fiir die
Herausbildung der allgemeinen Topologie schufen.!

In der Philosophie war das Gegensatzpaar kontinuierlich — diskret stets ein
Thema des Diskurses. Dazu heifit es z. B. bei B. RUSSELL in den Principles of
Mathematics:

Ivgl. [M 1964], insbes. S. 66-95, wo zu Recht die Arithmetisierung des Linearkontinuums,
d. h. die Schaffung arithmetischer Theorien der reellen Zahlen durch WEIERSTRASS, MERAY,
CanTor und DEDEKIND als wichtige Voraussetzung fiir die Entstehung der Punktmengento-
pologie eingehend behandelt wird.




The notion of continuity has been treated by philosophers, as a rule,
[-..] But as to what they meant by continuity and discreteness, they
preserved a discreet and continuous silence; |. .. ]?

Ob dieser Spott oder ein #hnlicher von RiESz? der philosophischen Diskussion
gerecht wird, sei dahingestellt. Fiir HAUSDORFF jedenfalls war die philosophi-
sche Auseinandersetzung mit dem Problem von Raum und Zeit gewiff nicht
ohne Einfluff auf sein mathematisches Schaffen (s. u.).

In BOURBAKIs FElemente der Mathematikgeschichte heifit es in Bezug auf
HAUSDORFFs Grundzige der Mengenlehre:

Mit HAUSDORFF (|Grundziige], Kap. 7-8-9) beginnt die mengentheo-
retische Topologie, wie wir sie heute verstehen. Auf den Umgebungsbe-
griff zuriickgreifend, verstand er es, unter den Hilbertschen Axiomen iiber
Umgebungen in der Ebene diejenigen herauszugreifen, die seiner Theorie
gleichzeitig die wiinschenswerte Prazision und die erwiinschte Allgemein-
heit gaben. Das Kapitel, in dem er die Folgerungen daraus entwickelt,
ist immer noch ein Vorbild fiir eine axiomatische Theorie, die abstrakt,
doch von vornherein auf die Anwendungen eingestellt ist.*

Dem ersten und dem letzten Satz dieser Passage ist ohne Vorbehalt zuzu-
stimmen. Der mittlere Satz jedoch scheint die Herausarbeitung eines so allge-
meinen und zugleich so fruchtbaren Raumkonzepts, wie es HAUSDORFF in die
Mathematik eingefiihrt hat, unzuléssig zu vereinfachen. Ganz abgesehen davon,
daf ein direkter Riickgriff HAUSDORFFs auf HILBERTs Noten von 1902/1903%
nicht zu belegen ist®, sind mehrere Entwicklungslinien zu benennnen, aus de-
nen HAUSDORFF schlielich mit dem axiomatischen Aufbau einer allgemeinen
Theorie topologischer Rdume die Bilanz gezogen hat. Als diese historischen
Wurzeln der allgemeinen Topologie kénnen gelten:

1. Die Theorie der Punktmengen des R"™ und ihre Anwendungen in der
Theorie der reellen Funktionen, der Maf- und Integrationstheorie, der
Funktionentheorie und der Geometrie,

2. die Theorie der geordneten Mengen, insbesondere die zahlreichen Versu-
che, topologische Begriffe auf Ordnungsstrukturen zu iibertragen,

3. die weitgehende Verallgemeinerung des Raumbegriffs in der Geometrie
im Verlaufe des 19. Jahrhunderts, insbesondere das Studium von Man-
nigfaltigkeiten und die Auseinandersetzungen um das Raumproblem, und
schliefslich

4. die Herausbildung erster abstrakter Raumkonzepte (FRECHET, RIESZ,
amerikanische topologische Schule um E. H. MOORE).

2[Ru 1903], S. 287.

3 Mit besonderer Vorliebe, meistens jedoch mystischer als die Wahrsager von Delos, dufiern
sich iiber die Stetigkeit Philosophen, die nicht Mathematiker sind.“ [Ri 1907a], S. 310.

4[Bou 1971], S. 168.

5[Hi 1902, 1903a].

SGenaueres dazu unter 2.



1.1 Punktmengen im R"

Am Beginn der Betrachtung von Punktmengen stehen konkrete Beispiele fiir
abzdhlbare in R oder C dichte Mengen. So erkannte C. G. J. JACOBI bereits
1835, dafk die Wertmenge eines hyperelliptischen Integrals (von gewissen Entar-
tungsfillen abgesehen) in der komplexen Ebene dicht liegt.” B. RIEMANN, der
in seiner Habilitationsschrift iiber trigonometrische Reihen das nach ihm be-
nannte Integral einfiihrte, gab dort ein Beispiel einer Funktion an, die in seinem
Sinne integrierbar ist, obwohl sie auf einer abzéhlbaren dichten Menge Spriinge
besitzt (sie springt ,zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft).3
DIRICHLETs allgemeiner Funktionsbegriff® und RieMANNs Habilitationsschrift
waren der Ausgangspunkt eines systematischen Studiums der Eigenschaften
reeller Funktionen. In diesem Rahmen und auch in der WEIERSTRASSschen
Schule der Funktionentheorie kristallisierten sich schon vor CANTOR gewisse
Begriffe der Punktmengenlehre heraus.

So hat H. HANKEL 1870 ein Verfahren angegeben, welches er ,Konden-
sationsprinzip der Singularititen“ nannte und welches die Konstruktion von
Funktionen erlaubte, die auf einer abz&hlbaren dichten Menge Singularitéiten
eines gegebenen Typs haben. HANKEL unterschied bereits in einem Intervall
dichte Mengen (er nannte sie Punktescharen, die eine Strecke erfiillen) und
nirgends dichte Mengen (diese nannte er zerstreut liegende Punktescharen).'®
1876 gelang es P. DU Bois-REYMOND, mittels eines Kondensationsprinzips
der Singularititen eine stetige Funktion anzugeben, deren Fourierreihe auf ei-
ner abzdhlbaren dichten Menge divergiert.!! In seinem Buch Die allgemeine
Functionentheorie'? beginnt bu Bois- REYMOND, Punktmengen als eigenstén-
digen Untersuchungsgegenstand zu betrachten; er spricht von “Punctsystemen”
oder “Punctvertheilungen”. Eine in einem Intervall dichte Punktmenge nennt
er pantachisch oder eine Pantachie, eine nirgends dichte Punktmenge heifst
apantachisch oder eine Apantachie. Die Idee, den Prozeft der Bildung von Hiu-
fungspunkten (bei DU Bois-REYMOND Verdichtungspunkte genannt) zu iterie-
ren, filhrt er bis zu einer Punktmenge P, fiir die x = 0 ,Verdichtungspunkt
unbegrenzt hoher Ordnung*“!? ist; es findet sich jedoch keine Andeutung, die-
sen Prozefs weiter ins Transfinite fortzusetzen. DU BoOIS-REYMOND betonte,
daR seine Uberlegungen unabhingig von denen CANTORs entstanden sind; sie
waren jedoch 1882 durch CANTORs Publikationen iiberholt. Wirklich neu ist
DU Bois-REYMONDs Verfahren, durch Herausnehmen eines offenen Intervalls
(o, B) aus [0,1], dann je eines aus den verbleibenden Intervallen [0, ] und [, 1]
usw. ein “Punctsystem” zu konstruieren, ,welches sich nicht durch Ausschlies-
sung von Verdichtungspuncten auf ein System isolirter Puncte reduciren lisst,

7[Ja 1835], §8. Vgl. dazu [Ul 2003].

8[R 1854a,/1867], S. 274.

9[Dir 1829], [Dir 1837]. Vgl. dazu [Ju 1976] und dieser Band, S.623-624.
10[Ha 1870/1882], S. 87.

LB 1876].

12|B 1882].

I3Ebd., S. 187/188.



...“1 Es wird hier das allgemeine Konstruktionsprinzip linearer Cantormen-
gen angedeutet; CANTOR selbst hat erst 1883 die spezielle Cantormenge C’%
bekannt gemacht und 1884 das allgemeine Konstruktionsprinzip angegeben.

Fiir CANTOR waren wie fiir DU BO1s-REYMOND die trigonometrischen Rei-
hen Ausgangspunkt seiner mengentheoretischen Untersuchungen. Er 16ste sich
aber sehr bald vom konkreten Hintergrund der reellen Funktionen und schuf
eine allgemeine Mengenlehre, fiir welche die Punktmengen das wichtigste An-
wendungsbeispiel waren.

K. WEIERSTRASS, als dessen Schiiler sich CANTOR hauptséchlich betrach-
tete, hatte bereits seit den sechziger Jahren des 19. Jahrhunderts in seinen
Vorlesungen {iber analytische Funktionen — und hier liegt eine zweite Quelle
der Theorie der Punktmengen — grundlegende Begriffe dieser Theorie einge-
fithrt wie Umgebung im R" (offene n-dimensionale Intervalle oder offene Ku-
geln), Hiufungspunkt (bei WEIERSTRASS Grenzstelle genannt) und Gebiet.!?
Dabei ist die Terminologie noch nicht streng fixiert und Ausdriicke wie Bereich,
Gebiet, Kontinuum werden zu verschiedenen Zeiten in wechselnden Bedeutun-
gen gebraucht. WEIERSTRASS hatte auch ein zentrales Theorem bewiesen und
ausgiebig angewendet, den heute nach BoLZANO und ihm benannten Satz.

Erst CANTOR hat die Punktmengenlehre des R™ zu einer eigensténdigen
Theorie entwickelt. Der grundlegende Begriff dieser Cantorschen Theorie ist
der Begriff der Ableitung: Die Ableitung P’ einer Punktmenge P ist die Menge
ihrer Haufungspunkte. Der ProzeR des Ableitens kann iteriert werden: P(") =
(P("=1)'. CANTOR konnte 1872 zeigen, daR jede Punktmenge P C [—, 7] mit
P = § fiir ein n € N Eindeutigkeitsmenge fiir die trigonometrische Ent-
wicklung ist.'® Mit dem Studium der Eindeutigkeitsmengen erdffnete er ein
bis heute fruchtbares Forschungsgebiet.'” Der Prozeft der Bildung sukzessiver
Ableitungen einer Punktmenge fiilhrte CANTOR zur Idee der transfiniten Ord-
nungszahlen und ist somit auch der Ursprung der allgemeinen Mengenlehre.!®

1874 konnte CANTOR zeigen, daft die Menge der reellen algebraischen Zahlen
abzéihlbar, die Menge [0,1] jedoch nicht abzéhlbar ist.!? In [C 1878] wird zu-
néchst definiert, wann Mengen gleiche Méchtigkeit haben. Das Hauptresultat
dieser Arbeit ist der Beweis der Gleichméchtigkeit von [0,1]" und [0,1]. Hier
formuliert CANTOR auch erstmals die Kontinuumhypothese in Form der Be-
hauptung, dafs eine unendliche lineare Punktmenge entweder abzihlbar oder
mit [0, 1] gleichméchtig sei.

CANTORs Hauptwerk ist die sechsteilige Aufsatzserie Uber unendliche lineare
Punktmannichfaltigkeiten, die 1879-1884 in den Mathematischen Annalen er-
schien.?? Neben der Lehre von den transfiniten Zahlen und philosophischen Re-

MEbd., S. 188.

15Siehe z. B. [W 1878], S. 188-192, [W 1886], S. 65-69.

16[C 1872].

17Siehe z. B. [K/L 1987], [K/L 1992], [S 1963].

18[p/1 1987], S. 39.

19]C 1874]. Das Wort “abzihlbar” verwandte CANTOR noch nicht. Es kommt erstmals in
[C 1879-1884], Nr. 1, S. 4 vor. Ein Teil von [C 1874] stammt von DEDEKIND; s. S. 589.

20[C 1879-1884].



flexionen wird hier auch die Punktmengenlehre weiterentwickelt. Mit Hilfe des
Ableitungsbegiffes definiert CANTOR verschiedene topologische Eigenschaften
von Punktmengen: P heiftt abgeschlossen, falls P’ C P, P heift insichdicht, falls
P C P’; eine abgeschlossene insichdichte Menge heift perfekt. P heiftt ferner
isoliert, falls PNP' = () , sie heiflt separiert, falls sie keine insichdichte Teilmen-
ge enthilt. Jede isolierte Punktmenge ist separiert, aber nicht umgekehrt. Eine
lineare Punktmenge heifit in (a,b) tiberall dicht, falls P’ D [a, b]. Entsprechend
heifst im R™ die Punktmenge P in einem ,stetigen Gebiet a* {iberall dicht, wenn
P’ ,das stetige Gebiet a selbst mit allen Punkten der Begrenzung des Letzte-
ren enthilt.“?! Der Begriff “stetiges Gebiet” wird nicht definiert; offenbar hat
CANTOR eine offene Menge im Auge. Lineare Punktmengen, die nirgends dicht
sind, nennt CANTOR ,in keinem noch so kleinen Intervall iiberalldicht.22

CANTORs Hauptinteresse bei der Analyse von Punktmengen war das Konti-
nuumproblem. Im Mittelpunkt stehen deshalb bei ihm Maichtigkeitssétze, die
alle darauf beruhen, daf der R" separabel ist. An der Spitze steht der Satz,
dak eine Menge paarweise disjunkter offener Mengen stets hochstens abzahl-
bar ist. Der Begriff “offene Menge” kommt bei CANTOR nicht explizit vor; in
seiner Formulierung des Satzes diirfen die ,,n-dimensionalen stetigen Theilgebie-
te“ hochstens an ihren Begrenzungen zusammenstofen.?? Aus diesem Theorem
folgt, dafs jede isolierte Menge hochstens abzahlbar ist.

Grundlage fiir alles weitere ist die folgende durch transfinite Induktion*
gewonnene Zerlegung der Ableitung P’ einer Punktmenge P:

p = Z(P(v) — pOrt)) 4 ple)

y<a

fiir jedes & < wy. Da ZKQ(P(V) — POHY) fiir o < wy hdchstens abzihlbar ist,
ergibt sich der Satz: P’ ist genau dann hichstens abzidhlbar, wenn es ein a aus
der ersten oder zweiten Zahlklasse gibt mit P(®) = (.25 Ist P’ iiberabzihlbar,
so ist

ﬂ P = py) perfekt (perfekter Kern von P).

a<wiy

Mit P = § gilt dann P’ = R+ S , wobei R hochstens abzihlbar und S
perfekt ist. Da jede abgeschlossene Menge sich als Ableitung einer Punktmenge
auffassen 14ft, ergibt sich daraus schlieflich das Theorem:

Ist P abgeschlossen und iiberabzahlbar, so ist P = R + S, R hochstens ab-
ziéhlbar, S perfekt.

21Ebd., Nr. 3, S. 114.

22Ebd., Nr. 6, S. 481.

23Ebd., Nr. 3, S. 117.

24CaNTOR spricht von vollstindiger Induktion; die Bezeichnung “transfinite Induktion”
stammt von HAUSDORFF.

25CANTOR nennt ein solches P reduzibel. Dieser Begriff hat sich nicht durchgesetzt. Bei
HausporFF hat “reduzibel” eine andere Bedeutung (siehe diesen Band, S. 381).



Dieses Theorem ist spéter als Satz von CANTOR-BENDIXSON bezeichnet wor-
den, weil BENDIXSON einen Irrtum CANTORs beziiglich der Reduzibilitét von
R aufkldren konnte. CANTOR bewies ferner, dafs der perfekte Kern schon bei
einer Ableitungsordnung o < wq erreicht wird (sog. Cantorsches Haupttheo-
rem), d. h. man braucht als Ableitungsordnungen nur Zahlen aus den ersten
beiden Zahlklassen.

Im Satz von CANTOR-BENDIXSON sah CANTOR eine Strategie, das Kon-
tinuumproblem anzugreifen, zunichst fiir den speziellen Fall abgeschlossener
Mengen. Dazu mufste die Méachtigkeit der perfekten Mengen bestimmt werden.
Fiir in einem Intervall (a,b) iiberall dichte perfekte Mengen erhélt man wegen
P’ D [a,b] und P = P’ unmittelbar fir P die Méchtigkeit des Kontinuums.
Fiir die nirgendsdichten linearen perfekten Mengen gab CANTOR 1884 in [C
1879-1884], Nr. 6 die allgemeine Konstruktion, die sich bei bu Bo1s-REYMOND
schon angedeutet fand (sieche Fufinote 14), und konnte daraus schliefsen, daf
diese Mengen ebenfalls die Michtigkeit des Kontinuums haben. Daraus und
aus dem Satz von CANTOR-BENDIXSON folgt sofort die Richtigkeit der Konti-
nuumhypothese fiir lineare abgeschlossene Mengen:

Eine unendliche abgeschlossene lineare Punktmenge hat entweder die
erste Méachtigkeit oder sie hat die Michtigkeit des Linearkontinuums,

.. ]2

CANTOR kiindigt dann die Erledigung des Kontinuumproblems mit folgenden
Worten an:

Dass dieser merkwiirdige Satz eine weitere Giiltigkeit auch fiir nicht
abgeschlossene lineare Punktmengen und ebenso auch fiir alle n-dimen-
sionalen Punktmengen hat, wird in spéteren Paragraphen bewiesen wer-
den.?”

Die angekiindigte Fortsetzung ist nicht erschienen. In [C 1885] macht CAN-
TOR den Versuch, eine analoge Zerlegung wie im Satz von CANTOR-BENDIXSON
fir beliebige Punktmengen zu finden. Er gibt hier, ebenfalls durch transfini-
te Iteration eines Abspaltungsprozesses isolierter Mengen, die Zerlegung einer
Punktmenge P in ihren separierten Bestandteil R und ihren insichdichten Kern
S.28 R ist hochstens abziihlbar; Méchtigkeitsaussagen iiber den insichdichten
Kern lassen sich — wie wir heute wissen — nicht machen.

In [C 1885] betrachtet CANTOR auch Verdichtungspunkte, ohne dafiir eine
eigene Bezeichnung einzufiihren. Er zeigt, daf die Menge der Verdichtungs-
punkte von P eine Teilmenge des insichdichten Kerns ist. Dies beruht auf der
Separabilitsit des R?.2?

Die Punktmengenlehre wurde sehr rasch als das geeignete Instrumentarium
erkannt, um auf verschiedenen Gebieten die Fundamente tiefer zu legen, die ge-
genseitigen Beziehungen der grundlegenden Begriffe zu studieren, die Grenzen

26[C 1879-1884], Nr. 6, S. 488.

27Ebd., S. 488.

28 CANTOR nennt den insichdichten Kern die letzte Kohirenz; vgl. die Darstellung bei Haus-
DORFF, dieser Band, S. 378.

298iehe die Darstellung bei HAusDoRFF, dieser Band, S. 369.



dieser Begriffe auszuloten und den Riickgriff auf die naive Anschauung zu-
riickzudréngen. Es waren vor allem drei mathematische Bereiche, deren rasche
Entwicklung ohne Mengenlehre, insbesondere ohne die Punktmengentheorie,
nicht denkbar ist, und die ihrerseits fiir die Mathematik des 20. Jahrhunderts
von grofser Bedeutung waren, ndmlich

- die Maf- und Integrationstheorie,
- die Theorie der reellen Funktionen,
- die Geometrie und Topologie des R".

Zumeist im Zusammenhang mit der Entwicklung dieser Gebiete wurde auch die
Punktmengentheorie des R™ selbst weiterentwickelt, bis sie schlieflich durch
HAUSDORFFs Synthese als Spezialfall in der allgemeinen Topologie aufging,
wobei sich zeigte, daf grofle Teile ihres Begriffs- und Methodenarsenals weit-
gehender Verallgemeinerungen fihig waren. Es ist jedoch hervorzuheben, dafs
auch die klassische Punktmengentheorie des R™ noch geniigend interessante
und schwierige Fragen bereithielt und z.B. in der amerikanischen topologi-
schen Schule weiter gepflegt wurde bis hin zu tiefen Ergebnissen in neuester
Zeit; s. dazu die historische Einfiihrung, dieser Band, S. 69 ff.

Zur Geschichte der Maf- und Integrationstheorie sei auf die ausgezeichnete
Monographie [Haw 1975] verwiesen; die Entwicklung der Theorie der reellen
Funktionen ist in [Med 1976] und [Med 1991] dargestellt. Gute zeitgendssische
Uberblicke sind [Sch 1900] und [Pr 1899]. Im Rahmen der Entwicklung dieser
Theorien erfuhr die Punktmengentheorie zwei wesentliche Bereicherungen: die
Einfiihrung der Mengen erster und zweiter Kategorie durch R. BAIRE und den
Uberdeckungssatz von HEINE-BOREL. BAIRE fiihrte das Kategoriekonzept in
[Ba 1898] €in.?* In den Grundziigen erwihnt HAUSDORFF diese Begriffe nur
kurz; spéter hat er sich fiir die Anwendung von Kategorieargumenten lebhaft
interessiert.>! Uberdeckungsargumente haben in der Theorie der reellen und
komplexen Funktionen schon bei HEINE, WEIERSTRASS und PINCHERLE eine
Rolle gespielt, ohne dafk sie als Satz iiber Punktmengen erschienen. HEINE z. B.
bewies damit, daf jede in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion
dort gleichmiRig stetig ist.?> BOREL war der erste, der den Uberdeckungssatz
fiir abgeschlossene beschrinkte Punktmengen des R' formulierte und bewies.?3
Mit, dem Borelschen Satz haben sich in der Folgezeit aufler BOREL selbst, der
ihn 1903 auf den Raum erweiterte, zahlreiche Forscher beschiftigt; einen Uber-
blick gibt der Enzyklopidieartikel von ZORETTI und ROSENTHAL.?*

30Siehe auch [Du 1976].

31[H 1927a], §27, [H 1931]. Im Nachla® gibt es eine Zusammenstellung von 16 Existenzbe-
weisen, die auf einem Kategorieargument beruhen: NL. Hausporrr: Kapsel 42: Fasz. 735.

32[He 1872], S. 188.

33[Bo 1895], S. 51.

34[Z/Ro 1923], S. 882-886. S.ferner [Hil 1926]. Beziiglich der Entwicklung verschiedener
Kompaktheitskonzepte s.auch [Tay 1985], S.304-307, und [En 1989], S.132-133.



In der Geometrie wurde die Punktmengenlehre vor allem fiir diejenigen Un-
tersuchungen herangezogen, welche die Mathematiker des 19. Jahrhunderts un-
ter dem Stichwort “Analysis Situs” einordneten. Schon CANTOR hatte seine
Mengenlehre auch als Grundlage fiir die Geometrie betrachtet:

Durch die von mir an die Spitze der Mannichfaltigkeitslehre gestell-
ten Begriffe mache ich mich anheischig, die simmtlichen Gebilde der
algebraischen sowohl wie der transzendenten Geometrie nach allen ihren
Moglichkeiten zu erforschen, wobei die Allgemeinheit und Schérfe der
Resultate von keiner anderen Methode iibertroffen werden diirften.>

Eigene Arbeiten zur Verwirklichung dieses Programms hat CANTOR nicht vor-
gelegt; mit seinem Beweis der Gleichméchtigkeit von [0,1]™ und [0, 1] hat er
jedoch den bis dahin naiv gebrauchten Dimensionsbegriff ins Wanken gebracht
und damit zahlreiche Versuche angeregt, die topologische Invarianz der Di-
mension fiir euklidische Rdume zu beweisen, was schlieflich BROUWER 1911
gelang.?¢ Die Geschichte des Problems der topologischen Invarianz der Dimen-
sion findet man eingehend bei [Jo 1979, 1981] beschrieben; zur Entwicklung der
Dimensionstheorie im allgemeinen sei auf [Br 1928], [Ka/Si 1997], [Ko/M 1997]
und [Cr/Jo 1999] verwiesen.

Schon im Erlanger Programm von F. KLEIN ist angedeutet, daf in der “Ana-
lysis Situs” Invarianten bei Homdomorphismen eine wichtige Rolle spielen.3”
A. HURWITZ hat in seinem beriihmten Vortrag auf dem ersten internationalen
Mathematikerkongreft in Ziirich erstmals die Aufgabe der “Analysis Situs” da-
hingehend bestimmt, Invarianten bei Homdomorphie aufzufinden (er betrach-
tete eineindeutige stetige Abbildungen abgeschlossener Mengen, fiir die dann
die Umkehrung automatisch stetig ist; eine Bezeichnung fiir diese Abbildungen
hat er noch nicht eingefiihrt). Nachdem er erldutert hat, daf homdomorphe
Punktmengen jeweils als eine Klasse gleichberechtigter Punktmengen aufgefafst
werden konnen, heiflt es:

Diese Einteilung der Punktmengen in Klassen bildet, beildufig be-
merkt, die allgemeinste Grundlage der Analysis situs. Die Aufgabe der
Analysis situs ist es, die Invarianten der einzelnen Klassen von Punkt-
mengen aufzusuchen.®®

Als Beispiel definiert HURWITZ eine einfach geschlossene stetige Kurve als eine

[-..] Punktmenge, welche in dieselbe Klasse gehort wie die von den
Punkten auf dem Rande eines Quadrates gebildete Punktmenge.*®

Das Studium topologischer Invarianten bis 1907 dokumentiert SCHOENFLIES
([Sch 1908]).4° Besonders zu erwihnen ist in diesem Zusammenhang die Habi-

35[C 1879-1884], Nr. 5, S. 591.

36[Br 1911].

37[K11872], S. 30.

38[Hu 1898], S. 102.

39Ebd., S. 103.

40ScHOENFLIES selbst spielte eine wichtige Rolle in dem Bestreben, die geometrischen Ide-
en und Methoden der Analysis Situs mit Ideen der Punktmengenlehre zusammenzufiihren;
s.dazu die historische Einfiihrung zum Text der Grundziige, dieser Band, S. 41-45.



litationsschrift von H. TieTzE.*! Einen Uberblick iiber den Stand Anfang der
zwanziger Jahre gibt [Z/Ro 1923], S.953-962.

HAUSDORFF selbst hat lange vor der Niederschrift der Grundzige die Be-
deutung des Studiums topologisch invarianter Eigenschaften — ganz im Sinne
von HURWITZ — klar gesehen. In einem im NachlaR erhaltenen Manuskript*?
heifst es im Hinblick auf die Gruppe der Hom&omorphismen der Ebene bzw.
des Raumes:

Invariante Merkmale sind also: Offenheit oder Geschlossenheit, Zahl
der getrennten Zweige, Zahl der Doppelpunkte und mehrfachen Punk-
te einer Curve u. a., im Raume die Art der Knotenbildung einer ver-
schlungenen Curve, bei Flichen die Existenz oder Nichtexistenz von Rén-
dern, Einseitigkeit oder Zweiseitigkeit, Zusammenhang, Geschlecht u. a.:
das Studium dieser invarianten Eigenschaften — invariant gegeniiber der
Gruppe der eindeutigen stetigen Punkttransformationen — bildet denje-
nigen Zweig der Geometrie, der Topologie oder Analysis situs genannt
wird.*?

1890 bzw. 1891 haben PEANO und HILBERT Beispiele fiir Kurven (im Sinne
stetiger Bilder von [0, 1]) angegeben, die ein Quadrat ausfiillen.** Diese aufse-
henerregenden und scheinbar paradoxen Gebilde sowie der 1887 von C. JORDAN
(nicht ganz streng) bewiesene nach ihm benannte Kurvensatz?® 1dsten eine Flut
von Forschungen iiber Kontinua, speziell iiber Kurven, unter topologischen Ge-
sichtspunkten aus, deren Grundlage ebenfalls die Punktmengentheorie war. Die
Geschichte der Theorie der Kontinua findet man in [Ch 1998] (mit iiber 700
Literaturangaben); [Sch 1908] bzw. [Z/Ro 1923] resiimieren den Forschungs-
stand bis 1907 bzw. bis Anfang der zwanziger Jahre. HAUSDORFF hat sich in
den zwanziger und dreiffiger Jahren lebhaft fiir die Forschungen iiber Kontinua
interessiert, wovon zahlreiche Studien im Nachlaff zeugen.*®

In den Vorlesungen zur Mengenlehre, die HAUSDORFF vor der Niederschrift
der Grundziige hielt, wird stets auch die Theorie der Punktmengen abgehan-
delt. In der Leipziger Vorlesung von 190147 geschieht das in enger Anlehnung
an CANTOR. Der Grundbegriff ist der Ableitungsbegriff, auf den alles zuriick-
gefiihrt wird. HAUSDORFF beschriankt sich im wesentlichen auf lineare Punkt-
mengen; als Umgebungen von z fungieren Intervalle (z — §,z + ¢).

Die Bonner Vorlesung von 1910*® behandelt die Punktmengentheorie des R®
bereits mit dem Kalkiil der a-, 8- und 7-Punkte, wie er in den Grundziigen

41T 1908].

42NT, Hausporrr: Kapsel 49: Fasz. 1082. Der Faszikel ist nicht datiert. Es handelt sich um
eine Ausarbeitung unter dem Titel “Gruppentheorie”, die fiir ein weiteres Publikum bestimmt
war und vermutlich aus der Zeit stammt, als HAusDORFF vorhatte, ein Buch {iber Zeit und
Raum zu schreiben (1904/1905); vgl. die Bem. zu Faszikel 1067 in der Einleitung, dieser
Band, S.53-54.

43Ebd. BI. 28.

44[pe 1890], [Hi 1891].

45[Jor 1887], S. 587 ff. Der Beweis ist, in der Sprache der Nonstandard-Analysis verstanden,
streng.

46siehe Band III dieser Edition.

47TNL Hausporrr: Kapsel 03: Fasz. 12. Abgedruckt im Band I dieser Edition.

48NL HausporrF: Kapsel 07: Fasz. 29.



dann ganz allgemein fiir topologische Rdume durchgefiihrt ist. Als Umgebun-
gen dienen n-dimensionale Intervalle - HAUSDORFF spricht auch durchweg von
Intervallen, nicht von Umgebungen. So lautet z. B. die Definition der a-Punkte:

z heift in Bezug auf A ein a-Punkt, wenn jedes Intervall, das z ein-
schliesst, Punkte von A (also mindestens einen) einschliesst; [...]|*°

In der Bonner Vorlesung von 1912°° bleibt die Punktmengentheorie ebenfalls
noch auf den R™ beschrénkt; hier finden wir aber erstmals die Idee einer axio-
matischen Umgebungstheorie angedeutet (s. ausfiihrlicher unter 2.). In den ein-
fiihrenden Bemerkungen zu dieser Vorlesung heifst es:

Zweck und Ursprung der Mengenlehre: Schaffung exakter Grundlagen
fiir Geometrie und Analysis (Functionentheorie); Emancipation von der
Anschauung.®'

1.2 Topologie auf geordneten Mengen

DEDEKINDs Schrift Stetigkeit und irrationale Zahlen®?, deren Inhalt aus dem
Jahre 1858 stammt, steht am Beginn von Bemiihungen, topologische Begriffe
auf den Begriff der Ordnung zuriickzufiihren oder allgemeiner die topologischen
Eigenschaften geordneter Mengen zu studieren. DEDEKIND fand es 1858 als
junger Professor in Ziirich aufserordentlich unbefriedigend, daf der Begriff der
stetigen Grofe, welcher der Analysis zugrundegelegt wurde, nicht rein arithme-
tisch definiert war, sondern durch Riickgriff auf die geometrische Anschauung
erklart wurde. Er schreibt:

Fiir mich war damals dies Gefiihl der Unbefriedigung ein so iiberwal-
tigendes, dass ich den festen Entschluss fasste, so lange nachzudenken, bis
ich eine rein arithmetische und vollig strenge Begriindung der Prinzipien
der Infinitesimalanalysis gefunden haben wiirde. Man sagt so hiufig, die
Differentialrechnung beschiftige sich mit den stetigen Grossen, und doch
wird nirgends eine Erklirung von dieser Stetigkeit gegeben,|...]*?

Mit Hilfe des Begriffs des Schnittes im geordneten Korper Q der rationalen
Zahlen®* gelingt DEDEKIND die Vervollstindigung von Q zum Kérper R der
reellen Zahlen. Die “Stetigkeit” des neu erschaffenen Bereiches der reellen Zah-
len findet DEDEKIND darin, daf es in R keine Liicken gibt, d. h. fiir jeden
Schnitt R = A; + A5 in R hat entweder A; ein groftes oder Ay ein kleinstes
Element.

49Ebd., BI. 58.

50NL HausporrrF: Kapsel 09: Fasz. 34.

51Ebd., BI. 3.

52[D 1872/1967].

53Fbd., S. 4.

54DEDEKIND nennt eine Zerlegung Q = A; + As in eine Anfangs- und ein Endstiick einen
Schnitt. Bei HAusDORFF heifit eine solche Zerlegung einer geordneten Menge A nur dann ein
Schnitt, wenn A; ein grofites, As kein kleinstes oder A kein grofites, As ein kleinstes Element
hat ([H 1908], S. 441.). HausDORFF gelingt mit DEpEKINDS Verfahren die Vervollstindigung
einer beliebigen geordneten dichten Menge (dieser Band, S.191).



Geordnete Mengen, fiir die — modern gesprochen — die Ordnungstopologie
dem ersten Abzdhlbarkeitsaxiom nicht geniigt, studierte erstmals DU Bois-
REYMOND.?® Er betrachtete monotone ins Unendliche wachsende Funktionen;
diese Funktionen setzte er stillschweigend als vergleichbar in folgendem Sinne
voraus: Fiir je zwei Funktionen f(z),g(x) tritt genau einer der drei folgenden
Fille ein:

~

(m):oo, lim@:(), lim:@:c mit 0 < e < 00
z) z—e0 g(z a0 g(x)

lim =
r—00 g

—~~

Im ersten Fall heifft f(z) infinitdr grofer als g(z) (in Zeichen f(z) = g(z)),
im zweiten heift f(z) infinitdr kleiner als g(z) (in Zeichen f(z) < g(z)), im
dritten Fall schlieflich heifen f und ¢ infinitdr gleich (f ~ g). Die Klassen
infinitar gleicher Funktionen sind die du Bois-Reymondschen “Unendlich”, von
ihm auch “infinitéire Puncte” genannt.’® DU Bois- REYMOND beriicksichtigt
nicht, dafl es unvergleichbare Funktionen gibt, und spricht von der Menge aller
“Unendlich”, der sogenannten infinitiren Pantachie.®” Man erhilt nach HAUs-
DORFF mnicht die, sondern eine Pantachie, indem man etwa alle mit lnx ver-
gleichbaren Funktionen betrachtet; mit dieser konkreten Pantachie arbeitet DU
Bo1s-REYMOND in der Tat. Fiir sie gilt der folgende DU Bois-REYMONDsche
Einschaltungssatz:

Man kann sich einem gegebenen Unendlich A(z) mit keiner Functio-
nenfolge pp(z),p =1,2,... in solcher Weise nidhern, dass man nicht stets
Functionen v (z) angeben konnte, welche fiir beliebig grofe Werthe von
p der Ungleichheit

M) X (x) X pp(z)  geniigen.®®

Dieses vollig abweichende Verhalten der infinitiren Pantachie von der soge-
nannten vollstdndigen Pantachie (das ist die reelle Gerade) ,hat gewiss etwas
Befremdliches.“®® DU Bo1s-REYMOND ahnt auch schon, daf diese Topologie
nicht mit einem Abstandsbegriff beschrieben werden kann:

In der Raumlehre erschien schon friith, wenn auch voriibergehend und
nirgend recht greifbar, der Gedanke einer vom Lingenmass unabhingi-
gen Geometrie, und dieser Gedanke wurde neuerdings nach verschiede-
nen Richtungen, in gewissem Sinne durch die Schépfungen von Poncelet,
dann von Riemann, Listing, u. A. verwirklicht. Aehnlich scheinen in der
Analysis die Nebel des Unendlichen zu einer Rechnungsart ohne Zahlen
sich verkérpern zu sollen.50

55B 1877), [B 1882].

56[B 1882], S. 282.

5THausDORFF hat die Unzulinglichkeiten bei pu Bois-REYMOND eingehend analysiert: [H
1907al, S. 105 ff.

58|B 1877], S. 153.

59Ebd., S. 157.

60Ebd., S. 167.



HAUSDORFF blieb es vorbehalten, die originellen, aber noch vagen Ideen von
DU BoIs-REYMOND streng zu begriinden und in seine allgemeine Theorie der
geordneten Mengen einzufiigen.®!

Die Grundlagen der Theorie der geordneten Mengen gehen ebenfalls auf
CANTOR zuriick. Bereits Ende 1884 hatte er eine Theorie der Ordnungsty-
pen entwickelt und eine entsprechende Arbeit an G. MITTAG-LEFFLER zur
Publikation in Acta Mathematica gesandt. Ein erster Teil war schon gesetzt,
als MITTAG-LEFFLER den Druck sistierte. CANTOR miisse mehr positive Re-
sultate vorweisen; wenn es ihm mit der Typentheorie doch wenigstens gelungen
wire, das Kontinuumproblem zu 1sen, dann wire der Druck gerechtfertigt!6
So wurden CANTORs Ideen iiber geordnete Mengen und ihre Ordnungstypen
erst durch seine letzten zusammenfassenden Arbeiten [C 1895-1897] bekannt.5?
Dort definiert CANTOR die Begriffe “geordnete Menge” und “Ordnungstypus”,
ferner den Begriff der zu einer Kardinalzahl gehdrigen Typenklasse und die
Addition und Multiplikation von Ordnungstypen. Von besonderem Interes-
se in unserem Zusammenhang sind zwei Sdtze CANTORs, welche eine rein
mengentheoretisch-topologische Charakterisierung der Ordnungstypen 1 und
0 liefern (n ist der Typus der rationalen Zahlen aus (0,1), § der Typus von
[0,1], jeweils in natiirlicher Anordnung). CANTOR nennt eine geordnete Men-
ge M “iberall dicht” (HAUSDORFF sagt spéter dicht), wenn zwischen je zwei
Elementen von M mindestens ein weiteres Element von M liegt; M ist dicht
genau dann, wenn es in der Ordnungstopologie insichdicht ist. CANTORs erstes
Theorem lautet nun:

Eine abzé&hlbare geordnete Menge, die dicht und ohne Randelemente ist, hat
den Typus 7.

Um 6 zu charakterisieren, versucht CANTOR, weitere Begriffe aus der Punkt-
mengenlehre auf beliebige geordnete Mengen zu iibertragen. Sei M eine geord-
nete Menge, so heifit eine Teilmenge vom Typus w eine steigende, eine vom
Typus w* eine fallende Fundamentalreihe. mg heifit “Grenzelement” der stei-
genden Fundamentalreihe {a, }, wenn a, > mg fiir alle v und fiir jedes m > mq
ein p existiert mit a, < m (analog wird “Grenzelement” fiir fallende Fundamen-
talreihen definiert). Diejenigen Elemente von M, welche Grenzelemente sind,
heifen die Hauptelemente von M. Jedes Hauptelement ist Hiufungspunkt bzgl.
der Ordnungstopologie; das Umgekehrte gilt nicht, weil CANTOR nur abz&hl-
bare Fundamentalreihen betrachtet. M heifft nun insichdicht, wenn jedes ihrer
Elemente Hauptelement ist, abgeschlossen, wenn jede Fundamentalreihe von
M in M ein Grenzelement besitzt und perfekt, wenn sie insichdicht und abge-
schlossen ist. CANTORs Charakterisierung von 6 lautet nun folgendermafien:
Eine geordnete Menge M hat den Ordnungstypus 6, wenn gilt: 1) M ist perfekt;
2) M besitzt eine abzihlbare Teilmenge S, so daf zwischen je zwei Elementen

61[H 1907a], [H 1909a]. S.dazu die ausfiihrlichen Kommentare im Band I dieser Edition.
Zu P.pu Bois-RevymonDs Theorie der Unendlich und ihrer Rezeption s.auch [Fi 1981].

628iehe zu der Affire [P/I 1987], S. 129 ff.

%3Die Arbeit fiir die Acta Mathematica wurde erst 86 Jahre spiter in den Acta publiziert:
[GG 1970].



von M stets mindestens ein s € S liegt (d. h. in M liegt eine abzdhlbare Menge
dicht).

SCHOENFLIES hat in seinem Bericht iiber Mengenlehre®® besonders betont,
dafs zahlreiche fiir Punktmengen definierte Begriffe fiir beliebig geordnete Men-
gen ohne Riickgriff auf den “stetigen Raum” definiert werden kénnen:

Wichtiger noch ist es, und hierin besteht das Hauptergebnis dieses
Teils der Mengenlehre, dafs in den Eigenschaften der Ordnungstypen auch
solche Begriffe ihren allgemeinsten arithmetischen Ausdruck finden, die
wir gewOhnlich als eine besondere Eigenschaft der stetigen Zahlenmenge
zu betrachten gewohnt sind. Es ist dies in erster Linie [...] der Begriff des
Grenzelements, ferner aber auch alle diejenigen, die bei den Punktmen-
gen auftreten und ihre Verteilung im Raum betreffen; alles Begriffe, von
denen man leicht annehmen mag, daf nicht allein der stetige Raum ihre
Quelle ist, sondern daf auch ihre Geltung nicht iiber ihn hinausreicht.%®

Mit der Einfiihrung der “Intervalle” fiir beliebige geordnete Mengen deutet
SCHOENFLIES schon auf die Ordnungstopologie hin:

Wir kénnen auf die Ordnungstypen sogar den Begriff des Intervalls
ausdehnen, indem wir irgend zwei Elemente m’ und m' nebst allen Ele-
menten, die zwischen ihnen enthalten sind, als Elemente eines Intervalls
auffassen; m’ und m’ sind die Endelemente dieses Intervalls, withrend
jedes zwischen ihnen gelegene Element ein inneres Element ist. Es lassen
sich deshalb auch die Begriffe iiberall dicht und nirgends dicht auf die
Ordnungstypen iibertragen.%¢

Die Idee, mittels “Belegungsmengen” (Mengen Y X) nicht nur neue Kardinal-
zahlen, sondern auch neue Ordnungstypen zu gewinnen, indem man Belegungs-
mengen lexikographisch ordnet (allgemeiner Potenzbegriff) oder durch finale
Rangordnung in eine Reihenfolge bringt (Pantachiebegriff), lag HAUSDORFFs
Untersuchungen iiber Ordnungstypen zugrunde und hat ihn zu einer grofsen
Vielfalt von Typen mit sehr interessanten Eigenschaften gefiihrt.®” In Bezug
auf seine Vorginger schreibt HAUSDORFF 1906:

[--.]; von Typenkategorien, die bei mir systematisch durch den Al-
gorithmus der Potenzbildung entstehen, sind zu gelegentlichen Zwecken
einzelne Beispiele ersonnen worden.5®

Ein solches Beispiel ist F. BERNSTEINS “Ultrakontinuum” bestehend aus allen
Folgen (z1,m2,...), wobei die z; Zahlen der zweiten Zahlklasse Z(Xq) sind.5?
Die Ordnung wird so definiert, daf (1, x2,...) > (y1,ya, .- .) ist, falls fiir die er-
ste auftretende Differenzstelle, d. h. das kleinste n mit z,, # y,,, bei ungeradem
n Ty > Yn, bei geradem n  x, <y, ist. BERNSTEIN adoptierte die von CAN-
TOR fiir Ordnungtypen eingefithrten Begriffe “Fundamentalreihe”, “insichdicht”,

64[Sch 1900].

65Ebd., S. 28.

66Ebd., S. 32.

67Siehe z.B. die Ausfithrungen iiber 7,-Mengen, dieser Band, S. 645 ff.

68[H 1906b], S. 106.

69[Be 1905]. Dies war ein Abdruck der Bernsteinschen Dissertation von 1901. HAUSDORFF
hatte diese Dissertation am 29. 6. 1901 erhalten (NL Hausporrr: Kapsel 03: Fasz. 12, Bl
37).



“abgeschlossen” und “perfekt” und behauptete z. B. (fdlschlicherweise), dak je-
de abgeschlossenene Menge seines Ultrakontinuums entweder abzdhlbar oder
von der Méchtigkeit N; oder von Kontinuumsmaéchtigkeit ist. HAUSDORFF hat
sich eingehend mit Ordnungstypen beschiftigt, die umkehrbar (o = a*), be-
randet, isomer (alle offenen Intervalle sind vom selben Typus) und perfekt sind.
Er nennt solche Typen in Anlehnung an BERNSTEINS Bezeichnung Ultrakon-
tinua, wenn sie wi-Reihen und wj-Reihen enthalten; es gibt davon mindestens
X; Exemplare.™

Es ist hier nicht der Ort, HAUSDORFFs Arbeiten iiber geordnete Mengen zu
besprechen; s. dazu insbesondere Band I dieser Edition. Ein Gesichtspunkt sei
jedoch besonders hervorgehoben: Betrachtet man HAUSDORFFs Normaltypus
7o (dieser Band, S.279) als topologischen Raum, versehen mit der Ordnungs-
topologie, so hat jede Umgebungsbasis eines Punktes = die Méachtigkeit X,, da
alle Punkte vom Charakter (wq,w?) sind. Dieser Raum ist also insbesondere
nicht metrisierbar. HAUSDORFF mufte demnach das metrische Konzept verlas-
sen, wollte er die geordneten Mengen, versehen mit der Ordnungstopologie, mit
unter seinen Raumbegriff subsumieren. Und dies wollte er gewiR”', obwohl er
sich zunéchst auf die folgende kurze, aber sehr klare Bemerkung beschrinkte:

Wir werden uns spéter mehrfach iiberzeugen, daf die Giiltigkeit der
Umgebungsaxiome keineswegs ein Privileg der sphérischen Umgebungen
ist. Hier geniige ein Beispiel, das zugleich zeigt, wie man die geordneten
Mengen nach demselben Formalismus wie die Punktmengen behandeln
kann: ist E eine geordnete, der Einfachheit wegen offene Menge (d. h.
ohne erstes und letztes Element), so verstehe man unter einer Umgebung
von z jede das Element z enthaltende Mittelstrecke E°, d. h. fiir a <
x < b die Menge der Elemente y, fiir die a < y < b. Diese Umgebungen
erfiillen unsere Axiome, wahrend sich Entfernungen im allgemeinen nicht
definieren lassen.”

Mit der Aufgabe, Begriffe und Methoden der Punktmengentheorie soweit als
moglich auf Ordnungsstrukturen zu iibertragen, haben sich im Zeitraum vor
der Niederschrift der Grundziige vor allem ungarische Forscher beschiftigt. F.
RIESZ entwickelte eine Theorie der n-fach geordneten Mengen.”™ M heiRt n-
fach geordnet, wenn fiir ihre Elemente n Ordnungsrelationen definiert sind,
wobei die i-te Ordnung mit <; bezeichnet werde. Das wichtigste Modell ist
M = M; x ... x M, mit n geordneten Mengen. Ist a = (ay,...,a,), b =
(B1,-..,0Bn) soist a <; b, falls a; < B; in der Ordnung von M;. Ist M eine n-fach
geordnete Menge, a € M, und gibt es n Paare by,cy,...b,,c, von Elementen
von M, welche b; <; a <; ¢; erfiillen, so heiftt die Menge aller u mit b; <;
u <; ¢; eine Umgebung von a. Existieren solche Paare nicht fiir alle i, so
ersetze man die fehlenden durch a selbst und erhélt dann wenigstens einseitige
Umgebungen. Im obigen Modellfall sind die Umgebungen die n-dimensionalen
Intervalle, die ja schon WEIERSTRASS als Umgebungen im R™ benutzt hatte.

70OBrrnsTEINS Ultrakontinuum hat nicht alle diese Eigenschaften; seine Ausfiihrungen in
[Be 1905], S.153-155 sind fehlerhaft: [H 1906b], S. 166.

"IEin deutlicher Hinweis ist die Modifikation des Axioms () aus seiner Vorlesung von 1912
zum Axiom (B) in den Grundzigen, s. u., 3.1.

72[H 1914a, S. 214.

73[Ri 1905].



RiEsz fafit seine Arbeit folgerichtig als Verallgemeinerung der ,,Analysis Situs
der linearen Riume“ auf.” Thm ist auch vollkommen klar, da jeder Riickgriff
auf metrische Eigenschaften entfallen muf:

Dabei kénnen von den Methoden der Mengenlehre nur jene ange-
wandt werden, welche ausschlieflich mit dem Begriffe des Ordnungsty-
pus operieren. Der Begriff der Distanz oder des Jordanschen “écart” wird
zu entbehren sein, und es mufl also der Begriff der Umgebung in jener
allgemeineren Fassung iibertragen werden, die auch schon sonstigen men-
gentheoretischen Untersuchungen geliufig ist.”®

R1ESZ definiert nun fiir seine n-fach geordneten Mengen eine Reihe von Begrif-
fen, welche das von CANTOR eingefiithrte oben kurz skizzierte Begriffssystem
verallgemeinert; dabei tut er den notwendigen Schritt iiber CANTOR hinaus,
Fundamentalreihen beliebiger Méachtigkeit zuzulassen. Ein Element von M,
welches Hiufungspunkt von M ist, heiftt ein Hauptelement. Die Modifikationen
gegeniiber den Verhiltnissen im R" wird z. B. an folgenden Begriffsbildungen
deutlich: Gibt es fiir ein Hauptelement a im Umgebungsfilter von a eine wohl-
geordnete Teilmenge, deren Durchschnitt a ist, so heifst a zugénglich und die
kleinste Méachtigkeit solcher wohlgeordneter Teilmengen die Zuginglichkeit von
a. Ist diese Méchtigkeit Rg, so heifst a einfach zuginglich. Im R™ liegt der sehr
spezielle Fall vor, daf alle Punkte einfach zugéngliche Hauptelemente sind. Ist
T C M, so heifst die kleinste der Machtigkeiten aller Fundamentalreihen aus
T, die gegen a konvergieren, die Hiufung der Teilmenge T in der Umgebung
von a. Die Haufung ist hochstens gleich der Zuginglichkeit. RIESZ betont, daft
diese Michtigkeiten ,Invarianten der stetigen Abbildung® sind. Auch bei der
Definition des Begriffes “Zusammenhang” kann sich RIESZ nicht auf die Metrik
stiitzen, wie CANTOR das getan hatte. Er entwickelt ein Konzept, welches un-
abhéngig von ihm spiater LENNES und HAUSDORFF wiederentdeckten (s. den
Artikel Zusammenhang, dieser Band, S. 752).

Auch in der Arbeit von A. HAAR und D. KoNI1G"®, die von HAUSDORFF
zitiert wird, allerdings mit falscher Jahresangabe, geht es um die Ubertragung
der Punktmengentheorie auf geordnete Mengen:

Das eine Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Hauptsitze der Theo-
rie der linearen Punkmengen auf die Theorie der einfach geordneten Men-
gen auszudehnen. Insbesondere kommen hier der Bolzano-Weierstrafische,
der Heine-Borelsche und der Cantor-Bendixsonsche Satz in Betracht.””

Das zweite Ziel besteht darin, die Sitze fiir lineare Punktmengen, d. h. fiir den
Typus 6, ohne jeden Riickgriff auf die Metrik zu beweisen, d. h. sich nur auf
CANTORs oben angegebene Charakterisierung von 6 zu stiitzen; es ist “die Rein-
heit der Methode”, die dies erfordert.”® Um zwei Beispiele von Resultaten von
HAAR und KONIG zu geben, seien die Analoga des Satzes von HEINE-BOREL

74Ebd., S. 406.
75Ebd., S. 406.
76|Haar/Ko 1911].
"TEbd., S. 16.
8Ebd., S. 17.



und des CANTORschen Haupttheorems angefiihrt. Eine geordnete Menge M
heifst absolut abgeschlossen, wenn sie ein erstes und ein letztes Element besitzt
und keine Liicken hat. Fiir eine solche Menge gilt der Satz von HEINE-BOREL:
Ist jedem Element m € M ein Intervall m' < m < m” zugeordnet, so iiber-
decken bereits endlich viele dieser Intervalle die Menge M. Das CANTORsche
Haupttheorem besagte, dafs fiir jede Teilmenge von [0, 1] die a-te Ableitung fiir
ein gewisses a < wy leer oder perfekt ist. Dies beruht auf der Separabilitéit von
[0, 1]. Der analoge Satz von HAAR und KONIG lautet: Ist in M eine Teilmenge
T der Méachtigkeit R, dicht, so ist fiir jede Teilmenge von M fiir ein o < w41
die a-te Ableitung leer oder perfekt.

In der Arbeit von H. HAHEN™?, die HAUSDORFF auch zitiert hat, werden die
Ergebnisse von HAAR und KONIG wesentlich klarer als bei diesen Autoren pré-
sentiert; HAHNS eigenes dariiber hinausgehendes Resultat ist die Ausdehnung
der CANTORschen Theorie der Kohdrenzen auf geordnete Mengen. So gilt z. B.:
Ist in M eine Teilmenge T' der Méchtigkeit 8, dicht, so ist fiir ein a < wr41
die a-te Kohiirenz leer oder insichdicht. Einen kurzen Uberblick iiber die Ent-
wicklung der Theorie der geordneten topologischen Raume bzw. der in solche
Réume einbettbaren topologischen Raume gibt S. PURISCH in [Pu 1998]; dort
findet man auch zahlreiche Literaturhinweise.

1.3 Die Auseinandersetzung mit dem Raumproblem

Um 1800 bedeutete “Raum” in der Mathematik den dreidimensionalen Raum
der klassischen euklidischen Geometrie. Im Lauf des 19. Jahrhunderts entstan-
den verschiedene neue Geometrien. Durch die Entdeckung der nichteuklidi-
schen Geometrien und das Studium von ,Mannigfaltigkeiten verschiedenster
Art wurden im Laufe des 19.Jahrhunderts ganz neue mathematische Raum-
konzepte denkbar. Deren Vielzahl motivierte nicht nur die Suche nach neu-
en vereinheitlichenden Gesichtspunkten, sondern sie warf auch das Problem
der Beziehung von mathematischen und empirischen Raumvorstellungen in
aller Schiirfe auf.% HAUSDORFFs langjéihrige philosophische und mathemati-
sche Beschiftigung mit dem Problem des Raumes hat zweifellos zu seiner in
den Grundzigen vorgestellten axiomatischen Fassung des Begriffs des topolo-
gischen Raumes beigetragen. Um diesen Beitrag etwas genauer einschéitzen zu
konnen, folgt hier ein knapper Abriff der diesbeziiglichen Uberlegungen HAUS-
DORFFs.®! Im Zusammenhang mit der Niederschrift seines Buches Das Chaos
in kosmischer Auslese begann HAUSDORFF/MONGRE offenbar auch, sich fiir
einen weiteren Aspekt der Mengenlehre zu interessieren, namlich fiir die mit
mengentheoretischen Mitteln bildbaren Raumkonzepte und dafiir charakteristi-
sche Eigenschaften wie Zusammenhang und Stetigkeit. Dieses Interesse stand
zunéchst allerdings ganz im Dienst des philosophischen Zieles, das sich der Au-
tor dieses Buches im Hinblick auf den Begriff des Raumes gesetzt hatte: Es
sollte mit einem neuen Argument die bereits von KANT aufgestellte These be-

79[Hahn 1913].

80Zusammenfassende monographische Darstellungen sind [La/Ro 1996], [Scho 1980] und
[To 1984]. Zum Riemann-Helmholtz-Lieschen Raumproblem s. [Freu 1957].

81Djeser Themenkomplex wird in Band VI dieser Edition ausfiihrlich behandelt.



wiesen werden, daf es sinnlos ist, von einem unabhingig von aller Erfahrung
bestehenden, “transzendenten” Raum zu sprechen.?? Die Struktur des Argu-
ments fakte HAUSDORFF/MONGRE folgendermafien zusammen:

Man denkt sich zunéchst, wie der Realist, ein getreues Urbild des
empirisch gegebenen Raumes als transzendent real und sucht es alsdann
so stark zu variiren, wie es ohne Zerstérung der empirischen Wirkung
gehen will.®?

Wie im Kontext des analogen Arguments gegen die Existenz einer transzenden-
ten Zeit ist auch hier die Idee des Arguments mathematisch. HAUSDORFF/MON-
GRE nimmt an, dafs sowohl der angenommene transzendente Raum als auch der
empirische Raum als Mengen von Punkten aufgefafst werden kénnen, denen eine
gewisse geometrische Struktur zukommt. Als Hypothese eines Widerspruchsbe-
weises nimmt er dann an, daft beide Rdume dieselbe mathematische Struktur
besitzen und daher miteinander identifiziert bzw. durch eine strukturerhalten-
de Abbildung miteinander in Beziehung gesetzt werden kénnen. Darauf soll
schrittweise der Nachweis folgen, daf eine Modifikation dieser Beziehung durch
immer weiter von der identischen Abbildung entfernte Selbstabbildungen des
transzendenten Raumes denkbar ist, ohne daft empirisch feststellbare Effekte
eintriten. In letzter Konsequenz méchte HAUSDORFF /MONGRE zeigen, daf ei-
ne vdllig beliebige Abbildung vom transzendenten in den empirischen Raum
vorliegen kénnte.®* Da diese Moglichkeit besteht, so schlieft er, kann keiner-
lei Riickschluff von unseren rdumlichen Erfahrungen auf den transzendenten
Raum gezogen werden. Anders und der HAUSDORFF/MONGREschen Phantasie
vielleicht angemessener formuliert: Der transzendente Raum koénnte eine vollig
beliebige Struktur besitzen; deshalb handelt es sich dabei um einen erkenntnis-
theoretisch wertlosen Begriff.

Dieses hochgesteckte Argumentationsziel konnte HAUSDORFF/MONGRE aber
nicht erreichen, wie er selbst einrdumte.®> Im Text behandelte er lediglich eine
Reihe von Transformationen des (transzendenten) Raumes, die aus den zeitge-
néssischen Debatten um die nichteuklidische Geometrie bekannt waren.?¢ So
diskutierte er eine simultane Verkleinerung oder Vergréfterung aller Langen
(d. h. eine homogene Transformation des euklidischen Raumes) sowie Verzer-
rungen, die (mindestens in einem Gebiet, in welchem das Urbild des uns em-
pirisch zugénglichen Raumbereichs liegt) zu einer nichteuklidischen geometri-
schen Struktur des transzendenten Raumes fithren wiirde. Dabei deutete HAUS-
DORFF auch die Moglichkeit an, ,irgendein Gebilde variablen Kriimmungsma-
Bes fiir den transzendenten Raum in Betracht zu ziehen. Im vorliegenden
Zusammenhang sind jedoch die abschliefenden Bemerkungen des Kapitels, in
denen HAUSDORFF/MONGRE auch den Bereich der (RIEMANNschen) Mannig-
faltigkeiten tiberschritt, am interessantesten. Hier sprach er weitere “Verallge-
meinerungen” der mathematischen Struktur des Raumes an, die sich auf to-

82Vgl. Band VII dieser Edition.

83[H 1898a], S. 73.

84Fhd., S. 83.

85Fbd., S. 83.

86 Ausfiihrlicher hierzu in den Kommentaren in Band VI und VII.



pologische Eigenschaften desselben bezogen. Dabei riickte vor allem CANTORs
Mengenlehre ins Blickfeld:

Auch an der bisher nicht angetasteten Voraussetzung der Stetigkeit
von Raum und Zeit liefen sich moglicherweise Verallgemeinerungen an-
bringen; es ist eine durch G. CANTOR’s Untersuchungen angeregte Frage,
ob nicht an Stelle des gewdhnlich angenommenen Punktcontinuums etwa
eine iberall dichte Punktmenge oder ein Semicontinuum (ein Continuum
z. B., aus dem gewisse continuirliche oder iiberall dichte Punktmengen
entfernt sind) die gleichen Dienste thite. Aber die Continuitit, auf phy-
sischem wie mathematischem Gebiete, ist ein schwieriges Problem, iiber
das die Discussion noch nicht einmal recht angefangen hat — geschweige
denn beendet und um Mittheilung ihrer Ergebnisse zu befragen wire.®”

Man kann diese Worte als die Formulierung eines Problems ansehen, auf wel-
ches die spétere Definition topologischer Raume eine Antwort gab: Wie kénnen
genau jene Aspekte des Raumbegriffs charakterisiert werden, die sich auf des-
sen Kontinuitdtseigenschaften beziehen? Zunichst hatte dieses Problem frei-
lich zwei Seiten: Einerseits betraf es die Imagination moglicher Raumformen,
deren Stetigkeitseigenschaften von jenen des Euklidischen Raumes abwichen,
im Zuge der immer weiter gehenden ,Befreiung von den Schranken des eukli-
dischen Denkens“.®® Wie die erwihnten Beispiele zeigen, dachte HAUSDORFF
dabei zunachst hauptséichlich an lokale Eigenschaften. Andererseits kam es auf
die scharfe begriffliche Umgrenzung der Stetigkeitseigenschaften von Rdumen
an — wie waren sie definitorisch von geometrischen oder anderen Eigenschaften
des Raumes zu trennen?

Die Lektiire von DAVID HILBERTS Grundlagen der Geometrie und die da-
durch angeregte Beschiftigung mit der axiomatischen Methode ist in der néich-
sten Gruppe von Texten, in denen HAUSDORFF sich mit dem Raumproblem
auseinandersetzte, deutlich spiirbar.®? In diesen Texten, zu denen vor allem
HAUSDORFFs Leipziger Antrittsvorlesung Das Raumproblem sowie eine im Win-
tersemester 1903 /04 gehaltene Vorlesung iiber Zeit und Raum gehoren.?®, steht
nicht mehr die philosophische Frage nach der Struktur bzw. Realitit des tran-
szendenten (oder, wie HAUSDORFF nun lieber formulierte, des objektiven oder
absoluten) Raumes im Vordergrund. Vielmehr suchte HAUSDORFF jetzt den
Spielraum moglicher mathematischer, axiomatisch gefafiter Raumkonzepte zu
bestimmen, die mit unseren raumlichen Erfahrungen vertréglich sind.

Eine ,Freiheit der Wahl“ zwischen Hypothesen iiber den mathematischen
Raum bestand nach HAUSDORFF in drei Hinsichten:

87[H 1898a], S. 121-122.

88EFbd., S. 121.

897u Hausporrrs Eintreten fiir den “Formalismus” vgl. ausfiihrlicher im Punkt 2.7 der
Einleitung, dieser Band, S.53-55. Daft HAUSDORFF sich zu den ,aufrichtigen Bewunderern
der HiLBeRTschen Festschrift z&hlte, geht aus einem Brief hervor, den er am 12.10.1900
an HiLBERT sandte. Die Lektiire der Grundlagen der Geometrie habe, so HAUSDORFF, den
whochstgesteigerten Kriticismus. .. als philosophische Grundstimmung* hinterlassen. NL Hir-
BERT, Niedersdchsische Staats- und Universitdtsbibliothek Gd&ttingen, Sign.: Hilbert 136.

90[H 1903a] und NL Hausporrr: Kapsel 24: Fasz. 71. Beide Texte werden im Band VI
dieser Edition abgedruckt.



[-- -] durch den Spielraum des Denkens, den Spielraum der Anschau-
ung, den Spielraum der Erfahrung.®!

Der Spielraum des Denkens war lediglich durch die logische Forderung der
Widerspruchsfreiheit begrenzt; er konnte durch die axiomatische Methode aus-
gelotet werden. Mit dem Spielraum der Anschauung war das individuell ver-
schiedene Vermogen der Mathematiker angesprochen, ,in phantastischer Um-
bildung und Metamorphose“ die alltéigliche Raumanschauung abzuwandeln.%?
Der Spielraum der Erfahrung schliefslich setzte der Bildung mathematischer
Raumkonzepte die engsten Grenzen. Er bestand nur insoweit, als mathemati-
sche Raumkonzepte mit den vorhandenen rdumlichen Erfahrungen im Rahmen
der Genauigkeit von Messungen iibereinstimmten. Zur Charakterisierung dieses
Zusammenspiels von mathematischer Begriffsbildung und empirischer Geltung
griff HAUSDORFF ein Stichwort auf, das er bereits in seinem Chaos in kosmi-
scher Auslese eingefiihrt hatte. Die Antwort auf das Raumproblem, die er zu
geben versuchte, zeichnete sich durch einen ,besonnenen Empirismus“ aus.??
Obwohl der Sinn eines wissenschaftlichen Raumbegriffs letzten Endes in seiner
Beziehung auf rdumliche Erfahrungen liegt, so HAUSDORFF, muff damit ge-
rechnet werden, daf verschiedene axiomatische Festlegungen des Raumbegriffs
moglich sind, die sich voneinander und insbesondere von der gewthnlichen, eu-
klidischen Raumvorstellung unterscheiden, sofern nur die Abweichungen von
letzterer sich durch Messungen (vorldufig) nicht nachweisen lassen.

In dieser verdnderten Perspektive diskutierte HAUSDORFF erneut die sich
bei einer Variation der Eigenschaften des gewdhnlichen Raumes ergebenden
mathematischen Raumbegriffe. Deutlicher als friither unterschied er dabei zwi-
schen verschiedenen mathematischen Schichten des Raumbegriffs.** Nachein-
ander beschrieb er Raumformen, die denkbar wurden, wenn schrittweise darauf
verzichtet wurde, den Raum

[...] als Raum verschwindender Kriimmung, als Raum freier Beweg-
lichkeit, als Raum einfachen Zusammenhanges, als dreidimensionalen ste-
tigen Raum |[...]%°

zu charakterisieren.

Im ersten Schritt riickten die klassischen nichteuklidischen Alternativen zum
euklidischen Raum in den Blick. Im zweiten Schritt ging HAUSDORFF auf die
HeLMHOLTZsche Idee ein, die geometrischen Konsequenzen eines geeignet ma-
thematisch prézisierten Postulats der freien Beweglichkeit starrer Korper zu
untersuchen und auf diese Weise das Spektrum moglicher Raumformen auf
die bekannten nichteuklidischen Félle einzugrenzen. Interessanterweise verwies
HAUSDORFF fiir die mathematische Rechtfertigung dieser Idee nicht nur auf die
analytische Literatur des 19. Jahrhunderts (insbesondere auf SOPHUS LIEs ent-
sprechende Arbeiten), sondern auch auf den kurz vorher publizierten Neuansatz

91[H 1903a], S. 3.

92Ebd., S. 6.

93Ebd., S. 18 ff.

94 Allerdings warnte HAUSDORFF auch davor, diese Isolierung zu weit zu treiben: ,Man

zerstort das ganze Gewebe, wenn man einen einzigen Faden herauszieht.“ [H 1903a], S. 7.
95[H 1903a), S. 7.




HiLBERTs”®, ohne allerdings niher auf diese Arbeit einzugehen. Insbesondere
griff er HILBERTs Anregung, die Ebene durch geeignete Eigenschaften eines Sy-
stems von Umgebungen der Punkte topologisch zu charakterisieren, zunéchst
nicht auf.%” Verzichtete man auf das Postulat der freien Beweglichkeit, wurden
»Raume variablen Kriimmungsmafies* denkbar, und HAUSDORFF wies auch auf
die bereits von RIEMANN angedeutete Moglichkeit von Rdumen hin, deren Me-
trik nicht von einer RIEMANNschen Metrik stammt.

Bis zu diesem Punkt betrafen die Ausfiihrungen HAUSDORFFs metrische und
differentialgeometrische Eigenschaften des Raumes, wéhrend dessen topologi-
sche Eigenschaften unangetastet blieben. Die weiteren Schritte der Diskussion
betrafen Abweichungen vom topologischen Typ des euklidischen Raumes. Da-
bei diskutierte HAUSDORFF zunichst abweichende ,,Zusammenhangsverhéltnis-
se im ganzen einer Raumform® bei festgehaltener euklidischer oder nichteukli-
discher Geometrie in begrenzten Bereichen. Hier ergaben sich also jene Rédume
konstanter Kriimmung, die W. KILLING unter dem Namen der CLIFFORD-
KLEINschen Raumformen zuerst ausfiithrlich untersucht hatte, als Alternativen
zum euklidischen Raum.?® Mit Blick auf seine eigene spétere Theorie topolo-
gischer Réume ist auffallend, dafs HAUSDORFF dieses Thema noch ganz in der
Terminologie des spiten 19. Jahrhunderts (d. h. jener KLEINs und KILLINGSs)
diskutierte. Vorsichtig interpretierend kann man sagen, daf HAUSDORFF un-
ter “Zusammenhangsverhiltnissen” jene globalen topologischen Eigenschaften
eines Raumes verstand, die sich durch die Eigenschaften eines Systems von
Fundamentalwegen (ggf. reprisentiert durch geodétische Kurven) fassen liefen.
Zur Kennzeichnung solcher Eigenschaften verwendete HAUSDORFF sowohl den
Ausdruck ,im Sinne der Analysis situs® als auch, in Anfiihrungszeichen, “topolo-
gisch”.%? Der Name POINCARFEs und die entsprechenden technischen Ausdriicke
wie Fundamentalgruppe oder Homologie fallen allerdings weder an dieser Stelle
noch in den anderen Texten dieser Zeit, deshalb auch die gewdhlte Umschrei-
bung.!%® Ebensowenig deutete HAUSDORFF eine mengentheoretische Fassung
des Zusammenhangsbegriffs an.'%!

Erst im nédchsten Schritt, bei der Diskussion der Dimensionszahl und der
“Stetigkeit” des Raumes, fiihrte HAUSDORFF die Beziehung zur Mengenlehre
explizit ein. Er zitierte CANTORs Sitze iiber die Moglichkeit, Punktkontinua
verschiedener Dimension bijektiv, aber unstetig, oder stetig, aber nicht bijek-
tiv aufeinander abzubilden, und wies darauf hin, daf dadurch die Eigenschaft
des Raumes, stetig zu sein, und die Zahl der ihm zugeschriebenen Dimensio-

96[Hi 1902], [Hi 1903a].

97Ni#heres hierzu unter 2.1.

98Vgl. insbesondere [Ki 1893], ein Buch, das auch HausporrF als Quelle nannte.
99[H 1903a], S. 12.

100 AUSDORFF verwies in seiner Antrittsvorlesung nur einmal in einer Anmerkung auf Poin-
CAREs Arbeiten iiber Fuchssche Gruppen, als Beleg dafiir, daf die nichteuklidischen Geome-
trien auch in der Funktionentheorie Anwendung fanden; vgl. [H 1903a], Anm. 14.

101 inweise auf einen solchen Zusammenhangsbegriff, wie sie in der Anmerkung im Anhang
der Grundzige zu S. 244 genannt werden (dort verweist HAUSDORFF auf CANTOR, JORDAN,
ScHoENFLIES und STUDY; s. diesen Band, S.558), finden sich im Korpus der Texte zum
Raumproblem noch nicht.



nen miteinander in Beziehung standen. Der Begriff der Stetigkeit selbst wurde
von HAUSDORFF allerdings nicht weiter erldutert. Wie gleich deutlicher werden
wird, hatte er wahrscheinlich eine Verallgemeinerung der DEDEKINDschen Ste-
tigkeitsvorstellung fiir reelle Zahlen im Sinn. Schlieflich erweiterte HAUSDORFF
seine Andeutungen aus Das Chaos in kosmischer Auslese, daf der Raum statt
eines gewOhnlichen dreidimensionalen Kontinuums auch eine ganz andersartige
Punktmenge sein konnte:

Dedekind und Hilbert haben abzdhlbare Punktmengen angegeben, die
den Raum iiberall dicht“ wie ein unendlich feiner Staub, aber doch nicht
kontinuierlich erfiillen; Punktmengen, innerhalb deren trotzdem im We-
sentlichen die euklidische Geometrie gilt. Unser wirklicher Raum kénnte
eine solche Punktmenge sein, oder er kénnte umgekehrt durch Weglas-
sung einer solchen Punktmenge aus dem Kontinuum entstehen; in einem
solchermafien iiberall durchlécherten, schwammartigen Raume wére so-
gar noch stetige Bewegung moglich.1%?

Der Durchgang durch die verschiedenen mathematisch denkbaren Raumfor-
men diente zwei Zwecken. Zum einen wollte HAUSDORFF jene Eigenschaften
des Raumes, die in dessen mathematischer Beschreibung Gegenstand einer
axiomatischen Festsetzung sein mufiten, durch Vergleich mit den mdglichen
Alternativen genauer bestimmen. Zum anderen sollte die Ubersicht auch als
Warnung dienen, sich {iber die empirische Rechtfertigung der angenommenen
Raumeigenschaften nicht zu tduschen. HAUSDORFFS ,besonnener Empirismus‘
schloff ausdriicklich die Forderung ein, sich einen Uberblick iiber alle in den
Grenzen der Erfahrung moglichen mathematischen Raumkonzepte zu verschaf-
fen. Der Aufbau der Hausdorffschen Antrittsvorlesung macht klar, daf er die
topologische Schicht des Raumkonzepts fiir grundlegend hielt. Innerhalb der-
selben waren es wiederum die lokalen, mengentheoretisch fafbaren Aspekte,
die ihn vermutlich am meisten interessierten und mit denen er seine Ubersicht
schlofs. Hier unterscheidet HAUSDORFF sich deutlich von anderen Mathema-
tikern, die vor oder um 1900 iiber das Raumproblem nachdachten. So wurde
in den Diskussionen des spiten 19. Jahrhunderts fast immer unterstellt, dafs
der Raum im Kleinen durch Gebiete des R® koordinatisiert werden kann, und
selbst POINCARE bezweifelte nie, daf der Raum ein Kontinuum (eine stetige
Mannigfaltigkeit) sei. Freilich ging HAUSDORFF noch nicht so weit, einen axio-
matischen Rahmen zu entwerfen, innerhalb dessen die topologische Schicht des
Raumbegriffs selbstindig gefaftt werden konnte.

Dies zeigt sich sehr deutlich auch an der Vorlesung Zeit und Raum, die HAUS-
DORFF im Wintersemester 1903/1904 in Leipzig hielt. In dieser Vorlesung, die
in vieler Hinsicht die Uberlegungen der Antrittsvorlesung erweiterte, ging es
HAUSDORFF um eine axiomatische Beschreibung der wissenschaftlichen Be-
griffe der (gewohnlichen, linearen) Zeit und des (gewohnlichen, euklidischen)
Raumes im Sinne seines ,besonnenen Empirismus®. Im vorliegenden Kontext

102[1] 1903a], S. 13. Gemeint waren die Menge aller Punkte mit algebraischen Koordinaten
(DebEKIND, [D 1888/1967], S. VII) bzw. aller mit Zirkel und Lineal aus eine Einheitsstrecke
konstruierbaren Punkte (HiLBerT, [Hi 1899], §9).



sind vor allem HAUSDORFFs Ausfithrungen iiber die Stetigkeitseigenschaften
von Zeit und Raum wichtig.

Als erstes diskutierte er die Stetigkeit der Zeit. Nachdem er seine Horer auf
die Unzuldnglichkeit dlterer Umgangsweisen mit dem Begriff der Stetigkeit auf-
merksam gemacht hatte, stellte er eine zweistufige Konzeption der Stetigkeit
vollstandig geordneter Mengen vor, um sie auf die Zeit anzuwenden. Daf die
Zeit, ,die Form des Nacheinander“!?? allen Geschehens, eine vollstindig geord-
nete Menge 7 unteilbarer Zeitmomente sei, war Inhalt eines ersten Axioms.'%4
Die beiden folgenden Axiome charakterisierten nun die gewiinschte Stetigkeit
der Zeit. Dieselbe umfafite auf der ersten Stufe die “Uberalldichtheit” im Sin-
ne der Theorie geordneter Mengen, auf der zweiten Stufe die von HAUSDORFF
als “Dedekind’sche Stetigkeit” bezeichnete Liickenlosigkeit (jede Zerlegung in
eine Anfangs- und eine Endstrecke ist ein Schnitt). Durch die Diskussion ver-
schiedener Ordnungstypen, die den gestellten Forderungen geniigen, zeigte er
aufierdem, dafs das Konzept der empirischen Zeit damit noch nicht ausreichend
bestimmt war.!% HAUSDORFF forderte deshalb weiterhin die Homogenitéit (alle
Strecken haben den gleichen Ordnungstypus). Ferner verlangte er die Existenz
einer mit der Aneinandersetzung vertréglichen Gleichheitsrelation auf den Zeit-
strecken, derart, daff zu jeder Zeitstrecke AB und jedem Moment P zu AB
gleiche Zeitstrecken OP und P(Q) existieren. Er behauptete dann ohne Beweis,
daf aus den aufgestellten Forderungen insbesondere das Archimedische Axiom
folge.'%¢ Dies reichte aus, um “Zeitscalen”, d. h. ordnungserhaltende und die
Addition von Zeitstrecken respektierende Bijektionen 7 := 7 — R zu konstru-
ieren, wobei je zwei solcher Skalen 7,7’ linear dquivalent waren, d. h. es galt
7' = ar + f fiir o, 3 € R und a # 0.197

Auf diese Weise fixierte HAUSDORFF den Begriff der empirischen Zeit durch
eine Axiomatik, die sich eng an HILBERTs Grundlagen der Geometrie und des-
sen ergénzender axiomatischer Charakterisierung des Begriffs der reellen Zahlen
orientierte.!%% Dabei strich HAUSDORFF klar heraus, daR sich seiner Auffassung
nach die Spezifizierung des Zeitbegriffs auf die Untersuchung von Ordnungs-
strukturen transfiniter Mengen stiitzen sollte. Auch die Stetigkeit der Zeit wur-
de folglich diesem Rahmen eingeordnet. Ganz im Sinne seiner methodologischen
Position des ,besonnenen Empirismus® machte HAUSDORFF aufierdem darauf
aufmerksam, dafs keines der beiden aufgestellten Stetigkeitsaxiome durch die
Erfahrung erzwungen wird. Die Uberalldichtheit der Zeitpunkte war wegen der
,Ungenauigkeit unserer Zeitmessung® fraglich; die Forderung der DEDEKIND-
Stetigkeit beruhte aufserdem auf der nominalistischen Erweiterung einer iiberall
dichten Menge durch den DEDEKINDschen Schnitten zugeordnete neue Elemen-

103Vorlesung Zeit und Raum, NL Hausporrr: Kapsel 24: Fasz. 71, BL. 7.

104Epd., BI. 9.

105Fbd., Bl. 16 ff.

106 Ebd., BI. 22 ff. Ein undatierter Beweis dieser Behauptung findet sich in NL HAUSDORFF:
Kapsel 49: Fasz. 1078, Bl. 8.

107Eine detaillierte Darstellung der Hausdorffschen Axiomatik der Zeit gibt [Scho 1996], S.
109-113.

108[Hi 1900]. Ausfiihrlicher wiederum in [Scho 1996].



te.1%9 Beide Axiome waren also Konventionen, wenn auch empirisch plausible.

Ohne Zweifel war HAUSDORFF in dieser Phase die ordnungstheoretisch ge-
fafite Stetigkeit der Zeit ungleich wichtiger als jene des Raumes. Dies wird auch
durch einige undatierte, vermutlich jedoch zeitlich naheliegende Notizen in NL
HAUSDORFF: Kapsel 49: Fasz. 1078 bestatigt. In einer dieser Notizen diskutier-
te HAUSDORFF die Mdoglichkeit eines aperiodischen Weltgeschehens, in welchem
ein einziger Massenpunkt in stetiger Zeit zwischen lediglich zwei Raumpunkten
hin- und herspringt; in einer weiteren Notiz deutete er die Mdoglichkeit an, die
Stetigkeit des Raumes iiber den Begriff der Bewegung auf die Stetigkeit der Zeit
zu reduzieren.''% Auch in der Vorlesung iiber Zeit und Raum ging HAUSDORFF
bei der Diskussion der Stetigkeit des Raumes iiber das ordnungstheoretische
Stetigkeitskonzept nicht hinaus. Obwohl er dem traditionellen Topos, dafs die
»Zeit die Form des Nacheinander” sei, den entsprechenden Topos beigesellte,
nach welchem ,der Raum die Form des Nebeneinander“ sei'!!, findet sich in
diesem Text noch keine axiomatische Fassung eines auf der Idee der Nachbar-
schaft von Punkten aufbauenden Stetigkeitsbegriffs. Er verwies lediglich sum-
marisch auf die entsprechende Axiomengruppe in HILBERTs Grundlagen der
Geometrie'1? Da aber gerade diese in der ersten Auflage unbefriedigend ge-
staltet war (es fehlte ein Vollstdndigkeitsaxiom), muft wohl davon ausgegangen
werden, dafs HAUSDORFF in diesem Kontext am ehesten an eine Analogie der
folgenden Art zur Stetigkeit der Zeit dachte: Jede Gerade ist in ihrer durch die
geometrischen Anordnungsaxiome gegebenen kanonischen Ordnung eine iiber-
all dichte und DEDEKIND-stetige Punktmenge.!'® Ahnliche Aussagen folgen
dann fiir eine Reihe weiterer geometrischer Objekte, die auf kanonische Weise
geordnet werden kénnen, wie Kurven, Geradenbiischel usw.!!*

109NT, Hausporrr: Kapsel 24: Fasz. 71, Bl. 15. HausDORFF erliuterte DEDEKINDS philoso-
phische Position recht ausfiihrlich und zog ausdriicklich eine Parallele zum mittelalterlichen
Begriffsnominalismus.

HONL Hausporrr: Kapsel 49: Fasz. 1078, Bl. 13 ff und BL. 10. Dort heifit es: ,,Zunichst giebt
es im leeren Raume noch keine Stetigkeit, keine Anordnung der Punkte. Die Bewegung eines
ersten materiellen Punktes A ist also nicht in dem Sinne beschrénkt, daff sie in einem fertig
vorliegenden Raum stetig erfolgen miisste, sondern sie constituirt erst den Begriff Stetigkeit,
d. h. wir nennen diejenige Folge von Lagen des Punktes A, die im Laufe der Zeit realisiert
wird, eine stetige Bahn. [...]| Ein erster Korper, evtl. zwei oder mehr, ist also nothwendig,
um die Stetigkeit des Raumes erst zu definiren; dass aber dann alle iibrigen Korper stetige
Bahnen beschreiben, ist eine Erfahrungsthatsache, die niemand a priori construiren kann.“
Soweit wir wissen, fiilhrte HAusporFF diesen Gedanken allerdings mathematisch nicht weiter
aus.

HINL Hausporrr: Kapsel 24: Fasz. 71, Bl. 7.

112Ebd., BI. 30 ff.

13Djese Vermutung wird durch eine weitere undatierte, aber thematisch eng verwandte
Notiz gestiitzt, in welcher HAusSDORFF die Stetigkeitsvorstellungen DEDEKINDs und CANTORS
als ,,Stetigkeit des Raumes im modernen Sinne“ bezeichnete (NL HausporrrF: Kapsel 49: Fasz.
1078, BL. 12.)

114Eine weitere Notiz aus Fasz. 1078, die noch einmal den Zusammenhang von Stetigkeit und
Bewegung diskutiert, schrankt sich ausdriicklich auf geradlinige und kreisférmige Bewegungen
ein. Der Fall eines Geradenbiischels taucht in der Vorlesung bei der Diskussion der Parallelen
in der hyperbolischen Geometrie einmal auf (NL Hausporrr: Kapsel 24: Fasz. 71, Bl. 45).
Im Nachlaf findet sich allerdings auch ein kurzes Fragment {iber die Analyse von Zeit und



Nach 1904 nahm HAUSDORFF in gedruckten Texten nicht mehr ausfithrlich
Stellung zum philosophischen Raumproblem, obwohl sein Interesse daran nicht
erlosch, wie sich durch eine Reihe brieflicher AuRerungen und handschriftlicher
Notizen belegen lifit.!'® Moglicherweise veranlakten ihn die relativitéitstheore-
tischen Beitrige EINSTEINs und die dadurch entstandene Notwendigkeit, die
Frage von Raum und Zeit grundséitzlich neu zu durchdenken, zu dieser Zuriick-
haltung.

Damit kann ein gewisses Fazit iiber den Beitrag, den die philosophische und
mathematische Auseinandersetzung HAUSDORFFs mit dem Raumproblem zur
Konzeption eines axiomatischen Begriffs topologischer Riume lieferte, gezogen
werden. Bereits Das Chaos in kosmischer Auslese und stirker noch die Leip-
ziger Antrittsvorlesung von 1903 dokumentieren ein Interesse an den topologi-
schen Aspekten des Raumbegriffs. Dieses Interesse vereinigte eine Neigung zur
Imagination “nichteuklidischer” lokaler topologischer Strukturen des Raumes
mit dem Bewufitsein, daf das “Problem der Kontinuitdt” mathematisch noch
nicht endgiiltig geklart war. HAUSDORFFs zu dieser Zeit bestehende Vorstellun-
gen, wie die Stetigkeit des Raumes axiomatisch zu fassen sei, werden in der Vor-
lesung Zeit und Raum des Wintersemesters 1903/1904 am deutlichsten. Dort
war ein ordnungstheoretisches Konzept der Stetigkeit leitend, das zunéchst fiir
die Zeit entwickelt und dann in naheliegender Weise auf den Raum (bzw. die
in ihm auf natiirliche Weise geordneten Gebilde wie Geraden usw.) iibertra-
gen wurde. Dagegen findet sich in den Texten, die HAUSDORFFs Beschéftigung
mit dem Raumproblem festhalten, bis 1904 noch keine Spur eines Versuchs,
die topologische Schicht des Raumbegriffs gestiitzt auf die Eigenschaften von
Umgebungssystemen definitorisch zu umgrenzen. Fiir diesen entscheidenden
Schritt bedurfte es offenbar einer weiteren, unabhingigen Anregung.

In diesem Zusammenhang ist auch ein Vergleich mit der kurze Zeit spéater
erschienenen Arbeit von F. RIESZ Die Genesis des Raumbegriffs'' aufschluf-
reich. Auch RIESZ, der u. a. in Gottingen studiert und enge Beziehungen zu
Pariser Mathematikern gekniipft hatte, suchte mit dieser Arbeit einen Bei-
trag zur Kldrung des Raumproblems zu leisten. Wie HAUSDORFF war er von
der axiomatischen Methode HILBERTSs tief beeindruckt. Sein philosophischer
Ausgangspunkt dagegen war nicht die Kritik der Transzendentalphilosophie,
sondern die psychologisch-genetische Theorie der Herausbildung des Raumbe-
griffs, die POINCARE in seinen Beitrdgen zum Raumproblem vorgestellt hatte.

Raum, das Zeitstrecken und Raumteile (Volumina) miteinander vergleicht; diese Uberlegung
wird jedoch nicht auf das Stetigkeitskonzept bezogen. (NL Hausporrr: Kapsel 49: Fasz.
1081, Bl. 3-4v.)

11580 verfafte HAUSDORFF 1917 ein ldngeres populdr gehaltenes Manuskript Das Relativi-
tdtsprinzip, vermutlich eine Vortragsausarbeitung (NL Hausporrr: Kapsel 44: Fasz. 796).
Auch dieses Manuskript wird im Band VI dieser Edition abgedruckt. Ferner wechselte Haus-
DORFF in den Jahren 1919 und 1920 Briefe mit MoriTz ScHLICK anlédflich von dessen Mo-
nographie iiber Raum und Zeit in der gegenwdrtigen Physik. Weitere Hinweise auf entspre-
chendes Material in HausporFrFs Nachlaf§ finden sich im Kommentar zu Band VI.

116Dje Arbeit wurde im ungarischen Original im Januar 1906 der ungarischen Akademie der
Wissenschaften vorgelegt; eine deutsche Ubersetzung erschien im Jahre 1907 ([Ri 1907a]).
S.dazu auch [Jo 1981], S.114.



Genauer gesagt gab er eine axiomatische Rekonstruktion zweier Schliisselbe-
griffe dieser Theorie, des ,physikalischen Kontinuums* und des ,mathemati-
schen Kontinuums®. Zur Axiomatisierung stiitzte er sich dabei einerseits auf
die Mengenlehre CANTORscher Prigung, andererseits auf die funktionalanaly-
tisch motivierten Anséitze zu einer Theorie abstrakter Rdume in den frithen
Arbeiten M. FRECHETs. Auf diese Weise gelangte RIESZ zu einem Begriff des
,mathematischen Kontinuums®, in dessen Zentrum eine axiomatische Fassung
der CANTORschen Mengenableitung bzw. des Begriffs des Haufungspunktes ei-
ner Menge stand.!'” HAUSDORFF scheint diesen Versuch eines axiomatischen
Zugangs zum Raumproblem, von dem sich spéter zeigte, daf er mathematisch
mit seiner eigenen Definition topologischer Raume verwandt war, bei der Ab-
fassung der Grundzige noch nicht gekannt zu haben.

1.4 Die Herausbildung erster abstrakter Raumkonzepte

Axiomatisch definierte, in der Sprache der Mengenlehre prézise formulierte
Raumbegriffe von grofser Allgemeinheit entstanden zu Beginn des 20. Jahr-
hunderts. Die Bemiihungen zahlreicher Mathematiker, die Analysis solide zu
begriinden, die Grenzen ihres Wirkungsbereichs zu erweitern und analytische
Sachverhalte durch geometrische Darstellungsweisen einsehbar zu machen, die
RIEMANNschen Visionen und die sich im Zusammenhang damit lebhaft ent-
wickelnde “Analysis Situs”, die von CANTOR geschaffene Sprache der Mengen-
lehre und seine Theorie der Punktmengen und schliefslich die von HILBERT 1899
in seinen Grundlagen der Geometrie''® wiederbelebte und verfeinerte axioma-
tische Methode schufen die Basis fiir die Entwicklung einer Theorie abstrakter
Réume und stetiger Abbildungen, kurz: der allgemeinen Topologie.

Es waren vor allem Forscher im Umfeld der entstehenden Funktionalanalysis,
die erste abstrakte Raumkonzepte schufen.''® Einen Hinweis auf unendlichdi-
mensionale Rdume findet man schon in RIEMANNs Habilitationsvortrag Ueber
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen'?® ; es heift dort:

Es giebt indess auch Mannigfaltigkeiten, in welchen die Ortsbestim-
mung nicht eine endliche Zahl, sondern entweder eine unendliche Reihe
oder eine stetige Mannigfaltigkeit von Grdssenbestimmungen erfordert.
Solche Mannigfaltigkeiten bilden z. B. die moglichen Bestimmungen ei-
ner Function fiir ein gegebenes Gebiet, die moglichen Gestalten einer
raumlichen Figur u. s. w.'*!

Erste Satze, die man heute zur Topologie in Funktionenrdumen rechnet, stam-
men aus der italienischen analytischen Schule. Die Variationsrechnung legt es
nahe, allgemein “Funktionale” zu betrachten, d. h. Funktionen zu studieren,

117Genaueres zu Riesz Beitrigen s.u. unter 1.4 und 3.4.

L1811 1899).

1197ur Entstehung der Funtionalanalysis s. z. B. [Ber 1966/67], [Mo 1973], [Die 1981], [SiS
1982], [Bi/Kr 1984], [Kr 1997].

120|R, 1854b/1867].

121Ebd., S. 276. Man kann nur immer wieder RiemaNNs geradezu prophetischen Weitblick
bewundern. S.dazu auch [Scho 1999].



deren Argumentbereich keine Zahlenmenge, sondern eine gewisse Klasse von
Funktionen ist. V. VOLTERRA begann etwa 1883!2? mit einem systematischen
Studium solcher Funktionale. Er nannte sie “Linienfunktionen” (funzioni di li-
nee)!?3, definierte fiir sie den Begriff der Ableitung und versuchte sogar, in
Analogie zur RiEMANNschen Funktionentheorie eine Linien-Funktionentheorie
aufzubauen. Fiir die Anwendungen blieb sein Bemiihen zunéchst ohne Resulta-
te, aber als Programm weiterer Forschungen blieb die Aufgabe bestehen, die De-
finitionsmengen der Linienfunktionen zu analysieren und geeignet zu wéhlen, d.
h. modern gesprochen, Funktionenrdume und ihre topologischen Eigenschaften
zu untersuchen. Einen ersten Schritt in diese Richtung war 1884 schon G. As-
COLI gegangen, indem er versucht hatte, den Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS
auf Funktionenmengen auszudehnen. Er fand fiir eine Menge M in [a, b] stetiger
Funktionen: Sind die Funktionen von M gleichmé&fig beschriankt und gleichgra-
dig stetig, so kann man aus jeder Folge {f,.}, fn € M eine konvergente Teilfolge
auswihlen. An VOLTERRA und AScOLI kniipfte C. ARZELA an'?*, motiviert
durch die bekannt gewordene Kritik am DIRICHLETschen Prinzip. Ist M eine
Menge in [a, b] stetiger Funktionen, so definiert ARZELA den Begriff “Grenzfunk-
tion von M?” folgendermafen: g heifst Grenzfunktion von M, wenn zu € > 0
unendlich viele Funktionen f € M existieren mit g(z) —e < f(x) < g(z) + ¢
fiir alle z € [a,b]. In heutiger Terminologie ist eine Grenzfunktion von M ein
Haufungspunkt von M beziiglich der Topologie der gleichméfigen Konvergenz.
ARZELA modifiziert dann AscoLis Satz dahingehend, daf eine auf [a, b] gleich-
méfig beschrinkte und gleichgradig stetige Menge von Funktionen mindestens
eine Grenzfunktion besitzt. Ist eine solche Funktionenmenge M zusétzlich abge-
schlossen im CANTORschen Sinne, d. h. enthélt sie jede ihrer Grenzfunktionen,
so nimmt ein stetiges reellwertiges Funktional auf dieser Menge sein Infimum
und sein Supremum auf M tatséichlich an.

In Frankreich war es J. HADAMARD, der eine Ausdehnung der Punktmengen-
theorie auf Funktionenmengen anregte. Er hielt zu diesem Thema einen kurzen
Vortrag auf dem ersten internationalen Mathematikerkongref in Ziirich, der
keine Resultate enthielt, sondern mehr ein Aufruf war.'?® Es heift dort:

Quoique la théorie des ensembles fasse abstraction de la nature des
éléments, on a surtout considéré, jusqu’a présent, les ensembles composés
de nombres, ou, tout au plus, de points dans I'’espace & n dimensions.

Il ne me semble pas inutile de signaler I’'intérét qu’il y aurait & étudier
des ensembles composés de fonctions. De tels ensembles peuvent d’ailleurs
présenter des propriétés tout autres que les précédents.

HADAMARD betont, ohne das DIRICHLETsche Prinzip zu nennen, die beson-
dere Wichtigkeit der Frage der Existenz des Minimums von Integralen fiir die
mathematische Physik. In einer Remarque relative & la communication de M.

122 Mo 1975], S. 108.
123[vo 1887].

124 Ar 1889].
125[Had 1897].
126Fpd., S. 201.



Hadamard weist S. PINCHERLE darauf hin, daf Untersuchungen der von HA-
DAMARD geforderten Art in Italien seit geraumer Zeit von ASCOLI, VOLTERRA
und ARZELA durchgefiihrt worden seien.

HADAMARDS Schiiler M. FRECHET hat die Anregungen seines Lehrers auf-
gegriffen. In Noten in den Comptes Rendus der Jahre 1904 und 1905'27 und
schlieRlich in seiner Dissertation von 1906!2® geht er aber iiber HADAMARDS
Forderung, Funktionenmengen zu studieren, hinaus, und legt axiomatisch de-
finierte Strukturen zugrunde, von denen wir eine heute als Limesraum, eine
andere (nach HAUSDORFF) als metrischen Raum bezeichnen. FRECHETs Werk
ist von A. E. TAYLOR eingehend analysiert worden!?, so daff wir uns auf
wenige Punkte beschrinken wollen. Ausgehend von dem Satz, daf eine reel-
le stetige Funktion in einem abgeschlossenen Intervall ihr Minimum annimmt,
kam es FRECHET im Hinblick auf das DIRICHLETsche Prinzip darauf an, eine
Theorie stetiger reeller Funktionen iiber abstrakten Mengen als Argumentbe-
reichen (opérationes fonctionelles) aufzubauen. Diese abstrakten Mengen be-
noétigten natiirlich eine “topologische Struktur” und es kam darauf an, in ihnen
Teilmengen zu charakterisieren, fiir die — analog zu einem beschrinkten abge-
schlossenen Intervall — der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS gilt. Dies fiihrte
FRECHET auf den fundamentalen Begriff der Kompaktheit.

FRECHET betrachtete in [Fré 1904] eine Menge C von Elementen und fiihrte
darin axiomatisch einen Prozeft der Limesbildung ein (zu FRECHETS Axiomen-
system und dessen Schwéchen s. unter 3.5). E C C heit abgeschlossen, falls
jedes Limeselement einer Folge von Elementen von E wieder in F liegt; E heift
kompakt, wenn fiir jede Folge E,, C E mit E,y; C E, und E,, # () der Durch-
schnitt aller E,, nicht leer ist. Die Stetigkeit einer reellen Funktion f(z) auf C
wird ebenfalls {iber Folgen definiert und FRECHET kann nun konstatieren, dafs
jede stetige reelle Funktion auf einer abgeschlossenen kompakten Teilmenge
E C C ihr Maximum annimmt.

In [Fré 1905a] stellt FRECHET fest, daf in der 1904 definierten Struktur die
Ableitung E’ einer Menge E nicht notwendig abgeschlossen ist. Sein Bestreben
ging in der Folgezeit deshalb dahin, eine axiomatische Struktur zu schaffen, in
der dieser “Mifistand” nicht auftritt. Wiederum einer Anregung HADAMARDS
folgend'3° fiihrte er das Konzept der “voisinage” ein: Jedem Paar a,b € C ist
eine reelle Zahl (a, b) zugeordnet, so daf folgende Axiome gelten:

(1) (a,0) 20
(2) (a,b) =0 genau dann wenn a = b
(3) Sind (a,c¢), (¢,b) unendlich klein, so auch (a,b).

(Die Abbildung C x C — R mit den Eigenschaften (1), (2), (3) ist die “voisi-
nage”). Nun kann der Begriff des Limes definiert werden: lim,, ,» a, = a &

127[Fré 1904, 1905a-c].

128[Fre 1906).

129[Tay 1982, 1985, 1987]. S. ferner [Ber 1966/67].
130|Tay 1982], S. 246.



(an,a) — 0. Ohne Beweis stellt FRECHET fest, dal nun die Ableitung E’ einer
Menge E C C' abgeschlossen ist.

In seiner Dissertation [Fré 1906] hat FRECHET die in den Comptes Rendus-
Noten nur kurz angedeuteten Ideen systematisch dargestellt und die zugeho-
rigen Beweise vollstindig ausgefiihrt. Eine Menge C mit den Limesaxiomen
nennt er nun “une classe (£)”. “Une classe (V)" heiflt eine Menge C mit einer
Abbildung C' x C — R (einer “voisinage”), so daft gilt:

(1) (a,b) = (b,a) 20
(2) (a,b)=0a=b

(3) Es existiert eine positive reelle Funktion f(¢), definiert fiir positive e, fiir
die lim. o f(e) = 0 gilt, so dafs aus (a,b) < e, (b,c) < € stets (a,c) < f(e)
folgt.

An einer Stelle ersetzt FRECHET (3) durch die Dreiecksungleichung:
(3’) Fiir beliebige a,b,c € C gilt (a,c) < (a,b) + (b, c).

Eine Funktion C' x C — R, die statt (3) dieses Axiom erfiillt, nennt FRECHET
“écart” und die zugehdrige Struktur “une classe (E)”. Fiir E-Klassen kann er fol-
genden Satz beweisen: Eine Teilmenge H einer solchen Klasse ist kompakt und
abgeschlossen, wenn jede stetige “opération fonctionnel” auf H dort beschrinkt
ist und dort ihr Supremum annimmt. Einen solchen Satz fiir V-Klassen konnte
er nicht beweisen; hier lag das Motiv, an dieser Stelle die Axiome (1), (2), (3)
zu (1), (2), (3’) zu modifizieren.'®!

Es war HAUSDORFF, der in den Grundzigen die Bezeichnung “classe (E)”
durch “metrischer Raum” ersetzte und die Theorie der metrischen Ridume, ein-
gebettet in sein noch allgemeineres Raumkonzept, wesentlich weiter entwickelte
und in der mathematischen Welt bekannt machte. FRECHETs fiir die Topolo-
gie hochbedeutende Leistungen fanden zunéchst ndmlich wenig Resonanz. H.
FREUDENTHAL bemerkte dazu:

Man kann nicht sagen, daff FRECHETs Begriffe bis zu HAUSDORFFs Buch
viel Anklang fanden. Der erste, der sie in ihren Konsequenzen wirklich
von neuem durchdachte und derjenige, der sie, sei es unter neuen Namen,
popularisierte, war HAUSDORFF. Aber natiirlich tat HAUSDORFF mehr,
und auch Anderes.*®?

Uber die erkenntnistheoretischen Interessen, die F. RIESZ in seiner Arbeit [Ri
19074a] leiteten, wurde schon kurz unter 1.3 berichtet. RIESZ’ abstraktes Raum-
konzept, das “mathematische Kontinuum”, fufft auf Axiomen iiber die H&u-
fungspunktbildung, d. h. auf der Axiomatisierung der Operation des Ableitens

131Daf jede V-Klasse ein metrisierbarer topologischer Raum ist, bewies 1917
E. W. CuiTTENDEN (|Chi 1917]). Dies war der Beginn einer intensiven Beschiftigung mit
dem Problem der Metrisierbarkeit topologischer Rdume. Dieses Problem hat auch Haus-
DORFF lebhaft interessiert (NL HausDorFF, Fasz. 164, 165, 272, 636, 654 und Briefwechsel
mit ALEXANDROFF).

132RREUDENTHAL, H.: Feliz Hausdorffs wissenschaftliche Bedeutung. Vortrag Univ. Miin-
ster, 1970, unpubliziert. NL. FREUDENTHAL, Rijksarchief in Noord-Holland, Haarlem. Inv.-Nr.
557, Bl. 6.



einer Menge (s. dazu ausfiihrlich unter 3.4). Als sekundérer Begriff ergibt sich
dann der Begriff der Umgebung;:

Ich sage von einer Teilmenge des mathematischen Kontinuums, sie sei
eine Umgebung des Elementes A, wenn sie A enthélt, und iiberdies A in
bezug auf die Komplementirmenge isoliert ist.!3?

Auf S. 320 fiihrt R1Esz Umgebungsbasen ein; als Beispiel nennt er im R" die
Gesamtheit der Kugeln mit rationalen Mittelpunkten und Radien. Mittels der
Umgebungen werden dann Begriffe wie inneres Element einer Menge, Rand-
element einer Menge, offene Menge und iiber die offenen Mengen schlieflich
der Begriff des Zusammenhanges erkldrt. Leider ist RIESZ nicht weit genug
in der Ausarbeitung seiner Theorie fortgeschritten, und er ist nach [Ri 1908]
auch nicht darauf zuriickgekommen. So ergab es sich, dafs seine Beitrige zur
Topologie wenig Einfluf hatten.!3

RiEsz selbst war natiirlich die Beziehung klar, die zwischen seinen vor-
nehmlich aus erkenntnistheoretischem Interesse vorgenommenen Untersuchun-
gen zum Raumproblem und seinen dufierst einfluffreichen funktionalanalyti-
schen Arbeiten bestand; er hat z. B. mit folgender Bemerkung nachdriicklich
auf die Bedeutung hingewiesen, welche die Betrachtung verschiedener Topolo-
gien auf ein und derselben Funktionenmenge hat:

Eine Punktmannigfaltigkeit liefert das einfachste Beispiel eines mathema-
tischen Kontinuums. Die vermittelnde Vorschrift kann dabei verschieden
sein; sie kann z. B. auf dem Begriffe der Distanz, wie auch auf dem Begrif-
fe des Ordnungstypus beruhen. |...] Fiir die Behandlung der Funktionen-
mannigfaltigkeiten reichen auch die Ordnungstypen nicht aus; es muf je
nach der Art der Problemstellung der Begriff der Reihenkonvergenz [Rei-
he = Funktionenfolge — W. P.], oder auch der gleichmiRigen Konvergenz,
oder endlich einer zweckmaifigen Verallgemeinerung des Distanzbegriffes
herangezogen werden; je nach den Vorschriften wechselt dann auch even-
tuell die Art der Verdichtung, d. h. Elemente, die auf Grund der einen
Vorschrift isoliert in bezug auf eine Teilmenge sind, kénnen auf Grund
einer andern Vorschrift derselben Teilmenge als Verdichtungsstellen zu-
geordnet werden. Ein Beispiel der Anwendung verschiedener Vorschriften
auf dieselbe Mannigfaltigkeit liefern die Begriffe der schwachen und star-
ken Extrema in der Variationsrechnung, deren scharfe Unterscheidung
fiir jene Wissenschaft von grundlegender Bedeutung ist.33

Riesz’ funktionalanalytische Arbeiten stehen in einer Entwicklungslinie, die
im Zusammenhang mit der Untersuchung von Integralgleichungen entstanden
war. V. VOLTERRA hatte 1896 erstmals darauf hingewiesen, dafs man Integral-
gleichungen als Grenzfiille (fiir n — oc) linearer Gleichungssysteme auffassen
konne. Diese Idee inspirierte I. FREDHOLM zu seinen bedeutenden Untersu-
chungen iiber Integralgleichungen der Jahre 1899-1903 (u. a. FREDHOLMsche
Alternative). Ab Wintersemester 1901/02 hielt HILBERT in Géttingen Vorle-
sungen iiber Integralgleichungen und verdffentlichte in den Jahren 1904-1910

133|Ri 1907a], S. 319.
1349 dazu [Th 1997], S.24, S.28.
135|Ri 1907a], S. 318-319. S.zu [Ri 1907a] auch [Tay 1982], S.267-270.



sechs “Mitteilungen” zu diesem Thema, die er 1912 zu seinem Buch Grundziige
einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen ([Hi 1912]) zusam-
menfafite. In der 5. Mitteilung aus dem Jahre 1906 legt HILBERT in der Menge
der auf [a, b] stetigen Funktionen eine Orthonormalbasis {1, @2, ...} zugrunde
und transformiert die Integralgleichung

b
o) + / K(z,1)9(y)dy = £(z) (1)

durch Entwicklung von g, K und f nach der Orthonormalbasis in das Glei-
chungssystem

m=1

(gn = f;g(x)gon(a:)da:, etc.). Dabei sind Y. ¢2,> k2,.,>" f2 konvergent. (1)
und (2) hingen nun folgendermafken zusammen: Eine stetige Losung g(x) von
(1) liefert eine Losung {gn} von (2) mit konvergenter Quadratsumme. Umge-
kehrt liefert jede Losung {g,} von (2) mit konvergenter Quadratsumme eine
stetige Losung

9(x) =Y gntpn(z)

von (1). Damit tritt der Folgenraum [? ins Leben, ohne daf HILBERT diese
Sprechweise benutzt. Im Mittelpunkt stehen die kompakten linearen Operato-
ren auf diesem Raum, bei HILBERT in Gestalt quadratischer Formen in unend-
lich vielen Verinderlichen.!36

Fiir unseren Zusammenhang interessant ist die Wendung ins Abstrakte, hin
zu einer allgemeinen Theorie der Funktionenrdume, die RIESZ und E. SCHMIDT
der HiLBERTschen Theorie gaben. SCHMIDT hatte 1905 im Zusammenhang mit
der Erarbeitung seiner Dissertation [Schm 1907] den Satz entdeckt, daf jedes
vollstédndige Orthonormalsystem in C|a, b] abzahlbar ist. Hieran kniipfte RIESZ
in einer Note vom November 190637 die Frage, ob man diesen Satz auch auf
andere Klassen von Funktionen iibertragen kénne. Zu diesem Zweck betrachtet
er alle Funktionen f(z) iiber (a, b), fiir die das Quadrat im Lebesgueschen Sinne
integrabel ist, identifiziert zwei Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge
unterscheiden, fiihrt als einen FRECHETschen “écart” die Distanz

b
d(f.g) = (/ |f—g|2dw)

ein und kann, nachdem er die Separabilitéit gezeigt hat, beziiglich des SCHMIDT-
schen Theorems feststellen:

2

136Zur Bedeutung von HILBERTs Arbeiten fiir die Entwicklung der Funktionalanalysis s.
[Die 1981] s. 110 ff., ferner [Ber 1966/67].
137[Ri 1906].



[...] le théoréme restera valable pour notre classe etendu de fonctions.'®

Damit war der L2(a,b) geboren, ohne daf Riesz fiir seine Funktionenklas-
se einen Namen einfiihrt oder von “Raum” spricht. Einen weiteren wichtigen
Schritt in Richtung auf eine Theorie dieses Raumes ging RiEsz in [Ri 1907b].
Dort zeigte er, daft in der Funktionenklasse, die er 1906 eingefiihrt hatte, fol-
gendes fiir die HILBERTsche Integralgleichungstheorie fundamentales Theorem
gilt: Ist {1, @2, ...} ein vollstindiges Orthonormalsystem und ist (a1, as,...)
eine Folge reeller Zahlen mit Y a? < oo, so gibt es stets ein f(x) aus der be-
trachteten Funktionenklasse mit Fourierkoeffizienten a; beziiglich {¢;}, m. a.
W., L?(a,b) ist vollstéindig.

Die Funktionalanalysis lebt ganz wesentlich von der geometrisch-topologi-
schen Auffassung der betrachteten Funktionenklassen als Rdume und dem dar-
aus fliefenden Einsatz der entsprechenden Sprache und Denkweise. In [Ri 1907¢]
wird erstmals — wenn auch nur angedeutet — das Programm einer solchen Geo-
metrisierung entworfen. RIESZ verweist auf seine fritheren Noten in den Comp-
tes Rendus und schreibt dann:

Le but de mes recherches était: ,Approfondir la méthode des coordonnées
appliquée a 1'étude des systémes de fonctions sommables.“13°

Die “Koordinaten” einer Funktion sind dann nichts anderes als die Fourierko-
effizienten beziiglich eines vollstdndigen Orthonormalsystems.

De cette facon, on parvenait a représenter I’ensemble des fonctions som-
mables sur un sous-ensemble de 'espace d’une infinité dénombrable de
dimensions.!*°

Was RIESZ im Sinne hat, ist eine “analytische Geometrie” fiir seine Funktio-
nenrdume, in moderner Sprache die Herstellung eines Normisomorphismus zwi-
schen L?(a,b) und I*:

Pour cette classe de fonctions on peut définir une notion de distance et
I’on peut fonder sur cette notion une théorie géométrique des systémes de
fonctions, théorie qui ressemble a la géométrie synthétique. D’autre part,
la notion de distance peut aussi étre définie d’'une maniére simple pour
un sous-ensembles de points de notre espace; c’est pour ’ensemble des
points dont la somme des carrés des coordonnées converge. Or, grace au
théoréme sur 'intégration du produit de deux fonctions représentées par
leurs constantes de Fourier, le lien entre ces deux notions de distance est

138Fhd., S. 741.

139[Ri 1907c], S. 1409.

10Ebd., S.1409. Schon CANTOR nennt 1878 die Menge aller reellen Zahlenfolgen eine Man-
nigfaltigkeit mit einer ,unendlich grofen Dimensionenzahl“ ([C 1878]). FRECHET spricht im-
mer von Klassen, nicht von Ridumen, mit Ausnahme des Raumes der reellen Zahlenfolgen,
den er ,espace E,“nennt ([Fré 1906], S.38-45) und den er mittels der Metrik

, — 1 [zrn — 27, ]
o) = 3
n=1

n! 1+ |zn — 2|

zu einer ,classe (E)“, d.h. zu einem metrischem Raum macht. Bei Riesz ist der ,espace®
ebenfalls der Raum der reellen Folgen, das in Rede stehende ,sous-ensemble® ist der I2. Die
Bezeichnung ,Hilbertscher Raum* fiir /2 findet sich erstmals in [Sch 1908], S. 266, S. 297-298.



trés intime; il permet de faire correspondre a cette géométrie synthétique
des fonctions une géomeétrie analytique.!*!

RiEsz kiindigte die Ausfiihrung seiner Ideen in einer gréferen Arbeit in den
Mathematischen Annalen an. Diese Arbeit erschien 1910; vorher jedoch hatte
ScHMIDT den komplexen /2 einer eingehenden Untersuchung unterzogen*? und
war damit RIESZ etwas zuvorgekommen. Kapitel T der SCHMIDTschen Arbeit
trigt die Uberschrift ,,Geometrie in einem Functionenraum®. Seine “Functionen”
sind komplexwertige Folgen mit konvergenter Summe der Betragsquadrate. In
einer Fuinote zu dieser Uberschrift verweist SCHMIDT auf [Fré 1906], [Ri 1906,
1907b—c] sowie auf zwei Comptes Rendus-Noten von E. FISCHER aus dem Jahre
1907 (FISCHER hatte ebenfalls die Vollstindigkeit von L?(a,b) bewiesen). In

einer weiteren Fufinote zur obigen Uberschrift heift es:

Die geometrische Deutung der in diesem Kapitel entwickelten Begriffe
und Theoreme verdanke ich KOWALEWSKI. Sie tritt noch klarer hervor,
wenn A(z) statt als Funktion als Vector in einem Raume von unendlich
vielen Dimensionen definiert wird. Die zugrunde gelegte Definition der
Linge [|A|| und der Orthogonalitét sind die von STuDY [Math. Annalen,
Bd. LX, p. 372] in die Geometrie eingefiihrten.'*®

SCHMIDT zeigt, daf [2 ein linearer Raum ist (den Ausdruck verwendet er nicht),
definiert Skalarprodukt, Norm, Orthogonalitit, ferner neben der punktweisen
Konvergenz die starke Konvergenz. Er zeigt die Vollstindigkeit des [? und gibt
schlieflich sein beriihmtes Orthogonalisierungsverfahren an.

In RIESZ Arbeit von 1910 werden die Funktionenklassen L? (a, b) eingefiihrt:

Jede Zahl p bestimmt eine Funktionenklasse [LP]. Die Rolle der Klasse
[L?] iibernehmen hier je zwei Klassen [L*] und [Lﬁ]; sie haben die Ei-
genschaft, dak jede Funktion, die mit allen Funktionen der einen Klasse
integrierbare Produkte ergibt, sicher der andern Klasse angehdrt. Die Un-
tersuchung dieser Funktionenklassen wird auf die wirklichen und schein-
baren Vorteile des Exponenten p = 2 ein ganz besonderes Licht werfen;
und man kann auch behaupten, dafs sie fiir eine axiomatische Untersu-
chung der Funktionenriume brauchbares Material liefert. 4

Hier wird sie erstmals ins Auge gefafit, die ,axiomatische Untersuchung der
Funktionenrdume“. Denn gegeniiber p = 2 hat man eine ganz neue Situation:
Man kann zwar zu jedem p auch [P definieren, aber eine “analytische Geometrie”
hat man nicht mehr, vielmehr tritt die innere Struktur der Funktionenrdume
selbst, ihre “synthetische Geometrie” in den Mittelpunkt des Interesses.!4®
HAUSDORFF kannte bei der Niederschrift der Grundzige die einschlégigen
funktionalanalytischen Arbeiten. Er gibt verschiedene Folgen- und Funktionen-
rdume in Kap. VIII, §5 , Mengen mit Raumcharakter” als Beispiele fiir metrische
Riume an. Beziiglich des “Hilbertschen Raumes” [? verweist er auf HILBERTS

HM1gbd., S. 1410.

142[Schm 1908].

143Ebd., S. 56.

144|Ri 1910], S. 452.

145Fhbd., S. 453. Eine eingehende Wiirdigung von [Ri 1910] aus funktionalanalytischer Sicht
findet man bei [Heu 1986], S. 632 ff. S. dazu auch [Ber 1966/67], S.54-62.



vierte Mitteilung iiber Integralgleichungen aus dem Jahre 1906, beziiglich des
L?(a,b) auf [Ri 1906].

Von FRECHET und RIESZ beeinfluffit war eine Schule junger amerikanischer
Mathematiker um E. H. MOORE. MOORE selbst sah es als eine wichtige Auf-
gabe an, die gemeinsame abstrakte Grundlage verschiedener analoger Theorien
herauszuarbeiten; er schrieb 1910:

The existence of analogies between central features of various theories
implies the existence of a general theory which underlies the particular
theories and unifies them with respect to those central features.!*®

Dementsprechend wollte er eine “General Analysis” als Grundlage aller Analy-
sis schaffen, so wie CANTOR mit der “allgemeinen Mengenlehre” eine Grund-
lage fiir die ganze Mathematik schaffen wollte. Dies sollte auf axiomatischer
Grundlage, d.h. auf der Basis gewisser Postulate geschehen. Man hat deshalb
die von MOORE ausgehende Richtung in der amerikanischen Mathematik als
“Postulational Analysis” bezeichnet.!4” MOOREs Schiiler E. R. HEDRICK, T.
H. HILDEBRANDT, R. L. MOORE und R. E. ROOT versuchten auf verschiedene
Weisen, gewisse topologische Grundbegriffe axiomatisch zu fassen und daraus
eine allgemeine “Basistheorie” zu entwickeln. Unter diesen Ansétzen kam ein auf
dem Umgebungsbegriff fufender Vorschlag von R. E. RooT (1914) der HAUs-
DORFFschen Axiomatik am néchsten.'*® Fiir die Herausbildung topologischer
Forschungstraditionen in den USA war jedoch das Wirken R. .. MOOREs fol-
genreicher, der in den Jahren 1915 und 1916 eine topologische Axiomatik der
Ebene vorschlug. Diese ging iiber O. VEBLEN und die ,Postulational Analysis*
von E. H. MOORE auf HILBERTs Arbeiten [Hi 1902, 1903a, 1903b| zuriick!4?,
nahm HAUSDORFFs Ideen aus den Grundziigen zunichst aber nicht auf.'®® Wir
begniigen uns mit diesem kurzen Hinweis, weil die Arbeiten der Schule von
E. H. MOORE HAUSDORFF nicht beeinfluft haben.'®! Sie zeigen jedoch, daf
es nach 1910 an der Zeit war, einen allgemeinen Raumbegriff zu schaffen, um
die grofe Vielfalt von Strukturen, in denen Begriffe wie Umgebung, Abstand,
Haufungspunkt, Konvergenz etc. definiert werden konnten, unter einen einheit-
lichen Gesichtspunkt zu zwingen und so den ‘“Pleonasmus” zu vermeiden, fiir
jeden speziellen Fall ,,jedesmal eine neue Theorie zu entwickeln®.!52

Es erhebt sich die Frage, warum die originellen Ideen zur allgemeinen To-
pologie etwa von RIESZ in [Ri 1907a] und von ROOT in [Root 1914] - vergli-
chen mit HAUSDORFFs Grundziigen — so wenig Wirkung hatten. Ein Grund ist

146[Moo 1910], S. 1

1473, dazu [Co 1996], S.173-183. MoorEs “General Analysis” wird eingehend in [SiS 1998]
analysiert.

148|Root 1914]. Siehe zu RooTs Beitréigen insbesondere [Sh 1998], S.491 ff., ferner [Tay
1987], S.298-299.

1499 dazu Abschnitt 2.1.

1507y R. L. Moore siehe [Wi 1982], zu der Schule R. L. Moores vgl. die Kommentare von
B. JonEs, B. FirzraTrick und M. STARBIRD in [AuL 1997, 1998].

151Dje Beitriige der Schule von E. H. Moork werden in [Sh 1998] ausfiihrlich behandelt.

152|H 1914a], S.211.



sicher HAUSDORFFs Kunst der Darstellung. Der entscheidende Grund diirfte
aber darin liegen, daff HAUSDORFF nicht nur die vereinheitlichende begriffliche
Grundlage schuf, sondern daf es ihm gelang, die Theorie in ihren Grundziigen
wirklich auszuarbeiten, die Resultate seiner Vorgénger passend zu integrieren
und dariiberhinaus die Theorie mit einer Reihe weiterer bedeutender Innova-
tionen zu bereichern.

2. Herausbildung der Hausdorffschen Umgebungsaxiome
2.1 Begegnung mit Hilberts Umgebungsaxiomen der Ebene

DaviD HILBERT publizierte im Jahre 1902 in den Nachrichten der Gottinger
Gesellschaft der Wissenschaften eine kurze Note {iber einen neuen Zugang zur
Grundlegung der “klassischen” Geometrien (EG und NEG) durch topologische
Axiome [Hi 1902]. Eine ausfiihrlichere Darstellung gab er wenig spéter in den
Mathematischen Annalen.!®® Die ausfiihrlichere Darstellung wurde mit kleinen
Anderungen als Anhang IV in die 2. Auflage der Grundlagen der Geometrie
aufgenommen'®*. Bei diesem neuen Zugang zu den Grundlagen der Geome-
trie definierte HILBERT die “Ebene” als zusammenhingende zweidimensionale
Mannigfaltigkeit:

Die Ebene ist ein System von Punkten. Jeder Punkt A bestimmt ge-
wisse Theilsysteme von Punkten, zu denen er selbst gehdrt und welche
Umgebungen des Punktes A heifien.

Die Punkte einer Umgebung lassen sich stets umkehrbar eindeutig auf die
Punkte eines gewissen Jordanschen Gebietes in der Zahlenebene abbil-
den. Jedes in diesem Jordanschen Gebiete enthaltene Jordansche Gebiet,
welches den Punkt A umschliefit, ist wiederum eine Umgebung von A.
Das Jordansche Gebiet wird ein Bild jener Umgebung genannt. Liegen
verschiedene Bilder einer Umgebung vor, so ist die dadurch vermittel-
te umkehrbar eindeutige Transformation der betreffenden Jordanschen
Gebiete aufeinander eine stetige.

Ist B irgendein Punkt in einer Umgebung von A, so ist diese Umgebung
auch zugleich eine Umgebung von B.

Zu irgend zwei Umgebungen eines Punktes A giebt es stets eine solche
Umgebung des Punktes A die beiden Umgebungen gemeinsam ist.

Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Geometrie sind, so giebt es
stets eine Umgebung die beide Punkte A und B gleichzeitig enthilt.'5®

Zur Charakterisierung der Bewegungen der Ebene forderte HILBERT, dafs diese
eine Gruppe bilden (Axiom I) und stellte zwei weitere Forderungen an deren
Wirkung als topologische Transformationsgruppe auf. Die geometrische Zuspit-
zung erfolgte dabei durch die Forderung, daf die Standgruppen jedes Punktes
(die “Rotationen”) unendliche Kardinalitat haben (Axiom II), sowie durch das

153|Hi 1903a], datiert 10. 5. 1902.
154[Hi 1903b]
155[Hi 1902a], S. 234-235.



Postulat der 3-Abgeschlossenheit der Transformationsgruppe (Axiom III).1%¢
HILBERT gab in diesen Texten zwei unterschiedliche Charakterisierungen des
Begriffes der “Ebene” an, eine allgemeinere und eine speziellere, auf den Kon-
text der Grundlagen der Geometrie zugeschnittene. Die erste (allgemeinere),
im obigen Zitat gegebene, zeichnete in einer Menge E Systeme von Umgebun-
gen U mit bijektiven Abbildungen ¢ auf ebene Jordangebiete V und steti-
gen Ubergangsfunktionen so aus, daf E im Sinne einer 2-dimensionalen C°-
Mannigfaltigkeit topologisiert wurde.!>” HILBERT fiigte ein Zusammenhangs-
postulat der Form hinzu, daf je zwei Punkte von E eine gemeinsame Koordi-
natenumgebung besitzten ([Hi 1902]).'%8
Die speziellere, vom ihm im Kontext der Grundlegung der Geometrie vor-
gezogene Charakterisierung forderte schon in der Definition den einfachen Zu-
sammenhang der “Ebene” durch Auszeichnung einer globalen Abbildung auf ein
Jordangebiet der reellen Zahlenebene. Dadurch schloff HILBERT den elliptischen
Fall gezielt aus [Hi 1903a, 1903b]. Im Text fiir die Mathematischen Annalen
verwies HILBERT lediglich pauschal und in einer Fufnote verborgen auf seine
in [Hi 1902] gewihlte allgemeinere Definition der Ebene.'5 Er wies seine Leser
allerdings ausdriicklich auf die Bedeutung dieser allgemeineren Definition in
[Hi 1902] hin:
Die daselbst S.234-235 aufgestellten Forderungen enthalten, wie mir
scheint, fiir den Fall zweier Dimensionen die scharfe Definition des Be-
griffes, den Riemann und Helmholtz als “mehrfach ausgedehnte Mannig-
faltigkeit” und Lie als “Zahlenmannigfaltigkeit” bezeichneten und ihren
gesamten Untersuchungen zu Grunde legten.*®

Beim Wiederabdruck des Aufsatzes in Anhang IV der Grundlagen mach-
te Hilbert den Lesern den vollen Wortlaut der allgemeineren Definition durch
eine entsprechende Ergéinzung der Fuinote zugénglich.'®! Dem zitierten Kom-
mentar fligte er die folgende Bemerkung {iber die Tragweite der allgemeineren
Forderungen zur Charakterisierung der “Ebene” an:

Auch bieten sie [die allgemeineren Forderungen — E.S.] die Grundlage
fiir eine axiomatische Behandlung der Analysis situs.®?

Dieser Hinweis wies auf einen fruchtbaren Ansatzpunkt fiir eine zukiinftige
Grundlegung der Topologie hin. Wihrend fiir die Ausarbeitung der axiomati-
schen Fassung des Mannigfaltigkeitsbegriffs iiber WEYL ([Weyl 1913]), KNE-

156Das heikt: Konvergieren die Bilder eines Punktetripels (A, B, C') unter Anwendung einer
Folge von Transformationen gegen ein Punktetripel (A’, B’,C') so gibt es eine Tranformation
der Gruppe, die (A, B,C) auf (A’, B’,C') abbildet. Wir danken A.STRANTZALOS, der uns
auf die historische und mathematische Bedeutung dieser Postulate aufmerksam gemacht hat.

157Umgebungen U und Abbildungen ¢ auf ebene JorpaNgebiete V spielten in dieser allge-
meineren Fassung bei HiLBERT die Rolle von C'°-Koordinaten im Sinne der spiteren Axioma-
tisierung des Mannigfaltigkeitsbegriffs bei VEBLEN und WHITEHEAD ([VeWh 1931, 1932]).

1581y Konsequenz dieses Postulats erfiillt HiLBERTs “Ebene” E das Hausporrrsche Tren-
nungsaxiom.

159|Hi 1903a], S. 382, Anm. (#%))

160[Hi 1903a), S. 382. Dieser Hinweis findet sich in sprachlicher Ab&nderung sinngleich auch
in [Hi 1903b], S. 123.

1611Hi 1903], S. 122f., Anm. 2).

162Fhd., S. 123



SER ([Kn 1926]) und VEBLEN/WHITEHEAD ([VeWh 1931, 1932]) HILBERTS
Anregung tatsichlich aufgegriffen und fortgefithrt wurde, verlief die weitere
Geschichte der Ausarbeitung eines allgemeinen topologischen Raumbegriffes
wesentlich komplizierter, als HILBERT dies offenbar erwartete. Die Topologi-
sierung von Ordnungsstrukturen oder Funktionenrdumen lag auferhalb des
Horizonts seiner Arbeiten von 1902/03; ihre begriffliche Komplexitit begann
sich erst in den folgenden Jahren abzuzeichnen (vgl.dazu die Abschnitte 1.2
und 1.4 dieses Beitrages). Direkten Einfluf auf die Ausarbeitung allgemeiner
Raumkonzepte nahm HILBERTs Vorschlag lediglich iiber die Arbeiten im Um-
feld E. H. MOOREs, insbesondere iiber dessen Schiiler R. L. MOORE und der
von diesem begriindeten Forschungstradition der mengentheoretischen Topolo-
gie.163 A. SCHOENFLIES Beweis aus dem Jahre 1906, daf ebene Jordan-Gebiete
zur Kreisscheibe homdomorph sind, brachte bei Verallgemeinerungsversuchen
fiir hohere Dimensionen iiberraschende Schwierigkeiten zu Tage, die nur lang-
sam und endgiiltig erst in den 1960er Jahren iiberwunden werden konnten.'4
HAUSDORFF schlieRlich schlof entgegen einem verbreiteten Irrtum!%® bei seiner
Axiomatisierung des topologischen Raumbegriffes in den fraglichen Jahren zwi-
schen 1902 und 1914 nicht direkt an diesen Hinweis HILBERTs an, obgleich er
HILBERTSs Arbeiten zu den Grundlagen der Geometrie mit groffem und aktivem
Interesse verfolgte.!56

Noch in der Antrittsvorlesung und den Passagen des Vorlesungsskriptes vom
Wintersemester 1903/04, in denen es um die Grundlagen der euklidischen Geo-
metrie ging, zitierte HAUSDORFF lediglich die erste Auflage von HILBERTsS Ar-
beit [Hi 1899] und erwdhnte HILBERTs neuen Ansatz zunichst nur in einem
pauschalen Literaturverweis auf dessen Arbeit in den Mathematischen Annalen
[Hi 1903a].157 Bei der Charakterisierung der Grundstrukturen der klassischen
Geometrien durch Kongruenzen und Bewegungen, also an den Stellen, an de-
nen HILBERTs neue Ideen von 1902 fiir eine Begriindung der Geometrie durch
topologische Charakterisierung der Ebene und der zugehorigen Transformati-
onsgruppe von Bedeutung gewesen wéren, wies HAUSDORFF namentlich nur
auf die Autoren HELMHOLTZ und LIE hin. Auch inhaltlich blieb seine Argu-

1635.5.707.

164 7. W. ALEXANDER beabsichtigte zunichst einen Beweis fiir die Dimension n = 3 [Ale
1922], entdeckte dann aber kurz darauf selber ein Gegenbeispiel, die beriihmte “gehérnte
Sphére”. Dies ist eine topologisch in S2 eingebettete 2-Sphire, die S3 so in zwei Kompo-
nenten zerlegt, daft der Abschluf der einen Komponente homéomorph zur abgeschlossenen
Vollkugel ist, der Abschluf der anderen Komponente hingegen nicht einmal eine Mannigfaltig-
keit ist [Ale 1924a]. Im Fall einer stiickweise linear eingebetteten 2-Sphire konnte er dagegen
solche Effekte ausschliefen und eine entsprechend modifizierte Fassung des 3-dimensionalen
Schoenflies-Satzes beweisen [Ale 1924b]. Nach Verfeinerungen seines Ergebnisses im Dreidi-
mensionalen durch Untersuchungen von W. GRAEUB und E. E. MoisE in den 1950er Jahren,
gelang erst M. BRowN ein Beweis des verallgemeinerten Schoenflies-Satzes [Bro 1960]. — Zu
ALEXANDER siehe [Go 1999, S. 466 f.]; wir verdanken den Hinweis auf diese Arbeiten und ihre
Bedeutung E. BRIESKORN.

165giehe das Zitat aus Bourbaki, S.676.

1665iehe Band VI dieser Edition.

167[H 1903a], S. 20.



mentation “klassisch”, das heifft dem Stil des ausgehenden 19. Jahrhunderts
verbunden.'%® Hitte HAUSDORFF HILBERTs Anhang IV [Hi 1903b] oder einen
der Artikel [Hi 1902, 1903a] zu diesem Zeitpunkt schon inhaltlich zur Kenntnis
genommen, so wire hier ein namentlicher oder sachlicher Verweis auf HILBERT
zu erwarten; eine Unterlassung in diesem Fall widerspriche vollig den sonstigen
Gepflogenheiten HAUSDORFFS.

Als HAUSDORFF den Hilbertschen Ansatz zur Kenntnis nahm, interessier-
te er sich primér fiir den Gesichtspunkt der topologischen Transformations-
gruppen. Den ersten und deutlichsten Hinweis auf HILBERTs Arbeiten finden
wir in einem auf ein breiteres Publikum zielenden, vermutlich aus dem Zeit-
raum 1905 /06 stammendenTextentwurf Gruppentheorie!® . HAUSDORFF stellte
dort verschiedene Typen von Transformationsgruppen der euklidischen Ebene
vor, von den Kongruenzbewegungen bis zur ,,Gruppe der eindeutigen stetigen
Punkttransformationen®. Dabei diskutierte er unter anderem auch ,,das Merk-
mal der Abgeschlossenheit” der betrachteten Gruppen.'™ Er verwies insbeson-
dere darauf, daft die Ahnlichkeitsgruppe in diesem Sinne nicht abgeschlossen
ist, wohl aber die Gruppe aller euklidischen Bewegungen. In diesem Zusam-
menhang wies er mit Nachdruck auf HILBERTs Axiom IIT aus den Arbeiten [Hi
1902, 1903a, 1903b] hin:17!

Man konnte versucht sein, diese Erwéigungen ziemlich spitzfindig und
belanglos einzuschitzen; die Tragweite, die determinierende Kraft des
Merkmales der Abgeschlossenheit ist aber iiberraschend gross, denn es
ist D. Hilbert gelungen, im Wesentlichen durch dieses Merkmal, bei &us-
serstem Verzicht auf sonstige Voraussetzungen, die Gruppe der (eukli-
dischen oder nichteuklidischen) Bewegungen gegen andere Gruppen zu
charakterisiren.'

HAUSDORFF hob hier treffsicher den entscheidenden Punkt der topologischen
Charakterisierung der Bewegungsgruppe der klassischen ebenen Geometrien
hervor. Das zeigt, wie zielgenau er nun den Inhalt des Hilbertschen Ansatzes
aufgenommen hatte. Aus unserer Sicht ist aber auch festzuhalten, daft HAaus-
DORFF direkt auf die Charakteristika der topologischen Bewegungsgruppe ab-

168Dies gilt auch fiir zwei Textstellen, an denen HausporrF die Randeintragung “Gruppen-
theorie” anbrachte. NL Hausporrr: Kapsel 24: Fasz. 71, Bl. 27.

169NT, HausporrF: Kapsel 94: Fasz. 1082.

170H ausporrF diskutierte die “Abgeschlossenheit” von Transformationsgruppen wie bei der
spateren 2-Abgeschlossenheit der Operation einer Gruppe G in folgendem Sinne: Ist bei
Anwendung einer Folge von Transformationen g; der Gruppe G auf ein Punktepaar (A, B)
die entstehende Punktfolge (g;(A), g;(B)) konvergent, etwa gegen (A’, B'), so gibt es eine
Transformation g € G mit (g(A),g(B)) = (A’, B').

Tl AuspORFF unterschied hier nicht ausdriicklich zwischen, modern ausgedriickt, 2-
Abgeschlossenheit und der von HiLBERT geforderten 3-Abgeschlossenheit der Transforma-
tionsgruppe (analog erklirt wie 2-Abgeschlossenheit, jedoch mit Punktetripeln (A, B,C)
statt mit Punktepaaren (A, B) wie in der vorangehenden Anmerkung). Bemerkenswerterwei-
se gilt fiir ebene Transformationsgruppen tatsidchlich sogar: 2- Abgeschlossenheit impliziert
3-Abgeschlossenheit. Dies ist allerdings ein wesentlich spéteres, fiir HAusporFF unbekanntes
und nicht erahnbares Ergebnis der Theorie der topologischen Transformationsgruppen (Dank
an A. STRANTzALOS fiir entsprechende Hinweise und Diskussionsbemerkungen).

172Ebd., BI. 32



hob und die Frage der ,Grundlegung der Analysis situs” durch Umgebungsaxio-
me dabei nicht einmal erwihnte.

Auch in seinen Vorlesungen zur Liegruppentheorie findet sich in dieser Zeit
kein Hinweis auf besondere Aufmerksamkeit fiir die Herausarbeitung der zu-
grunde liegenden topologischen Aspekte. Als eine der in dieser Hinsicht am
weitesten gehenden Bemerkungen findet sich in der Vorlesung FEinfihrung in
die Theorie der continuirlichen Transformationsgruppen vom WS 1905/1906
ein Hinweis auf den blof lokalen Charakter der Exponentialabbildung. Dabei
betrachtete HAUSDORFF zwar jeweils einzelne Umgebungen der Identitéit zur
Beschreibung des lokalen Charakters der Uberlegung;'7 aber es ergab sich auch
in diesem Kontext kein Anlafs, ganze Systeme von Umgebungen zu studieren.

2.2 Umgebungen in der Funktionentheorie

“Umgebungen” spielten fiir HAUSDORFF in den Jahren bis zum Winter 1911/12
auch in der Punktmengenlehre keine eigenstindige Rolle; sie dienten ihm in
diesem Kontext zunichst als ein blof extrinsisches Hilfskonzept. So hatte er in
seiner ersten Vorlesung zur Mengenlehre im Sommersemester 1901 dem Studi-
um der intrinsisch definierten Ordnungsbeziehungen in einer Menge M (Stu-
dium der ,Lage der Elemente einer Menge gegeneinander*) die Betrachtungen
der extrinsischen Beziehungen der Punkte einer Menge P gegen die ,Elemen-
te der Umgebung‘ in einer umfassenderen Punktmenge M, etwa dem linea-
ren oder n-dimensionalen “Continuum” (also dem R™), als den Gegenstand der
Punktmengenlehre gegeniibergestellt.!” Dies entsprach noch ganz der iiblichen
Herangehensweise an die Topologie der Punktmengen, fiir die der Bezug auf
das umgebende Kontinuum von grundlegender Bedeutung war. HAUSDORFF
deutete den aus spéaterer Sicht naheliegenden Gedanken, daf es mdglich und
wiinschbar sein koénnte, die in der Menge P induzierten topologischen Begriffe
intrinsisch zu fassen, weder in seiner Vorlesung im Sommer 1901 an, noch in
den uns vorliegenden Dokumenten vor dem Winter 1911/12. Anscheinend ga-
ben ihm nicht einmal seine intensiven Studien der Ordnungsstrukturen aus der
gesamten Periode zwischen 1901 und 1911 und die dort verwendeten topologi-
sierenden Sprechweisen — also (aus spéterer Sicht) die auf CANTOR zuriickge-
henden und von HAUSDORFF und anderen Autoren entwickelten Ansétze zur
Betrachtung der Ordnungstopologie — ausreichenden Anlafs, aus dem Rahmen
der Ordnungsstrukturen herauszutreten und nach einer expliziten, intrinsischen
Fundierung der topologischen Begriffe zu suchen.

In der Vorlesung zur Mengenlehre vom Sommersemester 1910 benutzte HAUS-
DORFF — wie wir sahen — als Umgebungen im R™ Intervalle, ohne das Wort “Um-
gebung” iiberhaupt zu verwenden (s. 1.1). F. RI1ESZ hatte dagegen in [Ri 1905]

173«Fndlich ist anzumerken: unsere Sitze gelten, der ganzen Beweismethode nach, nur fiir
eine gewisse Umgebung der Identitit, und es kann sehr wohl vorkommen, daf jenseits dieses
Bereiches die Gruppe Tf. enthilt, die nicht durch die inf. Tf. der Gruppe erzeugt werden.”
(NL Hausporrr: Kapsel 05: Fasz. 20, Bl. 87f., Hervorh. im Original).

I74NT, Hausporrr: Kapsel 03: Fasz. 12, BIl. 3, 53. Siehe Band I dieser Ausgabe. Vgl. auch
[Scho 1996], S. 120.



ausdriicklich von Umgebungen gesprochen und diesen Ansatz in den folgenden
Jahren weiter ausgebaut [Ri 1907a, 1908]. HAUSDORFF blieben diese Arbeiten
allem Anschein nach bis in das Jahr 1912 unbekannt. Weder in HAUSDORFFs
Vorlesungen zur Mengenlehre (von 1910 oder 1912) noch in anderen Nachlaf-
fragmenten dieser Zeit finden sich Hinweise auf RiEsz. Erst zur Vorbereitung
fiir der Ausarbeitung der Grundziige scheint HAUSDORFF andere Ansétze zur
Grundlegung der Punktmengentopologie oder Analysis Situs zur Kenntnis ge-
nommen und mit seinem nunmehr unabhingig entwickelten, eigenen Ansatz in
Beziehung gesetzt zu haben.

Der Beginn eines aktiven Interesses HAUSDORFFs an einer Betrachtung von
ganzen Systemen von Umgebungen und ihrer internen Struktur zur Charakteri-
sierung der Topologie von Flachen /Raumen ld8t sich recht genau auf das Friih-
jahr und die erste Hilfte des Jahres 1912 datieren. HAUSDORFFs Interesse ent-
stand im Kontext seiner Auseinandersetzung mit der Geometrie RIEMANNscher
Flachen im Anschluf an eine Vorlesung Einfihrung in die Functionentheorie im
Wintersemester 1911/12 17, In dieser Vorlesung fiihrte HAUSDORFF die in der
komplexen Funktionentheorie iibliche Charakterisierung von Umgebungen eines
Punktes ¢ € C als Inneres von Kreisscheiben um ¢ mit Radius € und die darauf
aufbauenden Konzepte Hiufungspunkt, offene Menge, abgeschlossene Menge
und Gebiet ein.'7® Als Gebiet bezeichnete HAUSDORFF hier — im Unterschied
zu seiner spiteren Terminologie, etwa auch in den Grundzigen — (wegweise)
zusammenhéngende offene Mengen. Auch erwahnte er ausdriicklich, dafs offene
und abgeschlossene Mengen , Komplemente voneinander sind.!”” Allerdings
zog er keine weiteren Konsequenzen aus dieser Beobachtung.

Die explizite Verwendung topologisierender Sprechweisen in der komplexen
Funktionentheorie war natiirlich bei HAUSDORFF iiberhaupt nicht neu. Deren
Urspriinge gingen weit in das 19. Jahrhundert zuriick. Schon WEIERSTRASS
hatte explizit die Terminologie “Umgebung von a” (a € C) fiir das Innere end-
licher Kreisscheiben verwendet!”® und das Umgebungskonzept auch auf “al-
gebraische Gebilde”'™ zur Funktion f(z,y) = 0 iibertragen. Als “bestimmte
Umgebung” eines regulidren Punkten (x,yo) bezeichnete WEIERSTRASS die
Gesamtheit der “Stellen” (z,y) des Gebildes f(z,y) = 0 mit |z — z¢| < € und
|y — yo| < e. Ohne diese Spezifizierung (“bestimmt”) verstand er im Normal-
fall unter “Umgebung von (g, y¢)” den Inbegriff derjenigen Stellen (z,y), die
(z0,10) “unendlich nahe liegen”, in moderner Ubersetzung also eher im Sinne
eines Umgebungskeimes.'®? In singuliiren Stellen des Gebildes (Verzweigungs-
punkten, Mehrfachpunkten oder Polen) ging WEIERSTRASS zunéichst zu “Ele-
menten des algebraischen Gebildes” iiber, gebildet aus Aquivalenzklassen von
Paaren von Potenzreihen (p(t),4(t)), ¢(0) = o, ¥(0) = yo. Traten mehrere

175NL HausporrF: Kapsel 09: Fasz. 33.

176 Ebd., BIL. 10, 78, 80

177Ebd., BI. 80.

178Giehe 7. B. [W 1880], S. 202.

179\WEIERSTRASS’ Bezeichnung fiir die analytisch charakterisierte Riemannsche Fliche einer
algebraischen Funktion.

180giehe z. B.[W 1875/76], S. 14, 18f.



Aquivalenzklassen auf, gingen also in WEIERSTRASS’ Sprache ,mehrere Elemen-
te durch eine singulédre Stelle, forderte er ,nicht nur die Stelle, sondern auch
das Element, in dem wir sie gelegen denken,” zu fixieren und bildete erst nach
dieser “Fixierung” die (infinitesimalen) Umgebungen ([W 1875/76], S. 31ff).

An dieselben, mittlerweile weit verbreiteten, konzeptionellen Vorstellungen
von WEIERSTRASS schlof im selben Semester, in dem HAUSDORFF in Bonn sei-
ne Einfihrung in die Functionentheorie las (Winter 1911/12), auch H. WEYL in
seiner Gottinger Vorlesung an und stellte dort seine Fassung einer geometrisch-
topologischen Charakterisierung der Riemannschen Fléchen vor. Die Aufzeich-
nungen seiner Horer arbeitete er im Friihjahr 1913 zum Manuskript seines be-
kannten Buches Die Idee der Riemannschen Fliche [Weyl 1913] aus. Darin
publizierte er unter anderem seinen Versuch einer axiomatischen Charakteri-
sierung zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten als Grundlage fiir die Einfiihrung
Riemannscher Flichen.

WEYL nahm, anders als HAUSDORFF, HILBERTs Axiome der “Ebene” aus-
driicklich als Vorbild fiir seine Axiome einer zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit. Er postulierte die Bedingungen an das System der Umgebungen allerdings
anders und unter explizitem Einbezug von zugehorigen Koordinatenabbildun-
gen in die reelle Ebene.'® WEYL lief das von HILBERT verwendete Postulat
einer (einfach zusammenhingenden) Koordinatenumgebung zu je zwei Punkten
aus naheliegenden kontextuellen Griinden fort.!82

Es gibt keinen Hinweis darauf, daf HAUSDORFF vor der Fertigstellung des
Buches [Weyl 1913] etwas von dessen Inhalt oder der WEYLschen Vorlesung
erfuhr, allerdings sehr wohl kurz nach dessen Erscheinen. HAUSDORFF verwies
schon in den Grundziigen darauf ([H 1914a], S. 457, Anm. zu S. 211) und verfas-
ste im Jahre 1915 Studien zu Riemannschen Fliachen, in denen er ausdriicklich
auf WEYLs Buch verwies.'®® Er betonte an anderer Stelle in den Grundziigen,
dafs er eine Vorform seiner eigenen Axiomatik des topologischen Raumes schon
im Sommersemester 1912, also vor der Publikation von WEYLs Umgebungs-
axiomen fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten ausgearbeitet und in seiner
Vorlesung vorgestellt hatte ([H 1914a], S. 456f.). Indirekt wies er damit iiber die
zeitliche Abfolge hinaus auch darauf hin, daf seine Uberlegungen zur Axioma-
tik des topologischen Raumes unabhéngig (weil vor der Lektiire) von WEYLs
Definition der Riemannschen Fliche entstanden waren.

Umso bemerkenswerter erscheint die Gemeinsamkeit zwischen HAUSDORFF
und WEYL, die sich aus dem Gegenstand der Untersuchungen ergab. Fiir HAUS-
DORFF wie fiir WEYL ergab sich ndmlich der erste Anlaf fiir eine Beschéftigung
mit den Eigenschaften ganzer Umgebungssysteme aus einer Analyse des Begriffs
der Riemannschen Fliche. Diese im Objektfeld der Untersuchungen liegende
Verbindung der Ansdtze von WEYL und HAUSDORFF ist aus der Perspektive
einer auf das materiale Handeln der Akteure ausgerichteten Begriffsgeschichte

181 WryL verwendete u. a. offene Kreisscheiben statt Jordangebiete.

182WgyL handelte sich allerdings die von ihm nicht absehbare Konsequenz ein, daf seine
Axiome aus spidterer Sicht die Hausdorff-Trennbarkeit nicht sicherstellten.

183N HausporrF: Kapsel 31: Fasz. 121, Bl. 2ff.



vielleicht noch interessanter als eine bisher haufig, aber falschlich unterstellte
direkte Rezeptionsverbindung zwischen WEYL und HAUSDORFF.'®* Auf jeden
Fall ist sie bemerkenswert, auch wenn HAUSDORFFs Ansatz zum Studium von
Umgebungssystemen zur Erklarung der Topologie von Flichen im ersten Schritt
weniger ausgereift blieb als WEYLs. Dafiir nahm HAUSDORFF ihn in viel allge-
meinerer Perspektive im Sommersemester 1912 wieder auf und systematisierte
ihn stirker, als WEYL dies je beabsichtigt hitte.!8

Gegen Ende seiner Vorlesung vom Wintersemester 1911/12 gab HAUSDORFF
in gebotener Kiirze eine Einfiihrung in die Theorie der Riemannschen Fléichen.
Ahnlich wie WEIERSTRASS bei algebraischen Gebilden, aber vereinfacht durch
die Beschrinkung auf die unverzweigten Stellen iiber a € C, bildete er zunichst
die “Punkte” der Riemannschen Flidche aus (verschiedenen) Funktionselemen-
ten einer mehrdeutigen analytischen Funktion f(z), also Aquivalenzklassen der
Form (P(z — a), A) mit Potenzreihen P und zugehorigem Konvergenzgebiet A.
Daraufhin stellte er fest:

Das Punktsystem muss aber noch geordnet werden, indem wir fiir je-
den Punkt definieren, was wir unter Umgebung dieses Punktes verstehen
wollen, '8¢

Die Umgebungen zu einem Punkt der Fliche zu a € C gewann er, wie zu erwar-
ten, durch Umentwicklung der Potenzreihe. Noch fiihrte er keine Formalanalyse
der Grundeigenschaften von Umgebungssystemen aus, merkte aber deutlich an,
was in dieser Hinsicht zu tun sei, um die punktmengentheoretischen Begriffe
innerer Punkt, offene Menge, Gebiet etc. nicht nur metaphorisch-anschaulich
auf die Riemannsche Fliche iibertragen zu kdnnen:

Es miissen nun einige Sétze bewiesen werden, wie der, daff wenn [ in
einer Umgebung von « liegt, auch eine gewisse Umgebung von 8 ganz in

184Fine solche Rezeptionsverbindung kann man bei unvorsichtiger Lektiire in eine Formulie-
rung H. WEYLS in seinem Nachruf auf HiLBERT hineinlesen. Anléfilich der Kurzbesprechung
von HILBERTs topologischen Fundierungsideen fiir die Grundlagen der Geometrie ergéinzte
WEYL in einer, wie er ausdriicklich anmerkte, “half-personal reminiscence”, daf er selber in
seiner Vorlesung iiber Riemannsche Flichen im Jahre 1912 daran angeschlossen und Hir-
BERTS Idee zu einer Definition stetiger zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten weitergebildet
habe. Dabei habe er die Charakterisierung der Fldche durch die Umgebungssysteme selbst
(vor Betrachtung von Koordinatenwechseln) stirker betont als HiLBert. Er schlof die Be-
merkung an: “The ensuing definition was given its final touch by F. Hausdorff; the Hausdorff
axioms have become a byword in topology” ([Weyl 1944], S. 156). WEYL bezog sich hier
offensichtlich auf eine logische, keine historische Beziehung zwischen ihm und HiLBERT auf
der einen Seite und HausporrF auf der anderen. Noch deutlicher wird das durch eine hierauf
direkt bezogene Annmerkung WEvLs zu E. H. Moore. Diese aus personlicher Sicht verfaf-
te Bemerkung wurde von CHEVALLEY und WEIL in ihrem Nachruf auf WevL als “Quelle”
fiir die Behauptung einer nun als historisch-“kausal” wirkenden Beziehung (im Sinne akti-
ver Rezeption) zwischen WEYL und HAUSDORFF umgedeutet. Sie erkldrten: WEYLs Axiome
“...devraient servir de modéle a Hausdorff pour son axiomatisation de la topologie généra-
le” ([Che/We 1957], S. 669). Diese Zuspitzung erfolgte ohne jeden historischen Beleg, aber
im Gestus eines unbezweifelbaren Sachverhaltes. Leider wird diese unhaltbare Behauptung
seitdem in der Literatur hdufig unkritisch weitergegeben.

185\W gyt stand dem Vorschlag einer Verankerung des mathematischen Kontinuumbegriffes
in der transfiniten Mengenlehre aus grundlegenden philosophischen Griinden duferst skep-
tisch gegeniiber ([Scho 1999, 2000]).

186N, HausporrF: Kapsel 09: Fasz. 33, Bl. 318.



jener Umgebung von « enthalten ist.

Nachdem man den Begriff Umgebung hat, lassen sich alle iibrigen Begriffe
von der schlichten Ebene auf eine Riemannsche Fliche iibertragen.'®”

Dieser Gedanke lag inhaltlich nahe an HILBERTs Vorschlag von 1902 und
entsprach im Grundsatz WEYLs Vorgehensweise von 1912/1913. HAUSDORFF
machte in seiner allgemeinen Diskussion und den folgenden Beispielen zu Wur-
zelfunktionen und komplexen Logarithmen allerdings klar, daft bei seiner Art
der Betrachtung die Verzweigungsstellen nicht zur Riemannschen Flichen ge-
horten. Er beendete das Vorlesungsskript mit einer kurzen Diskussion der Lif-
tung von Wegen um einen Verzweigungspunkt.!88.

Bei seiner Heransgehensweise in der Vorlesung hatte HAUSDORFF (in unse-
rer Sprache) nichtkompakte Flichen gebildet. In einer kurz nach Semesterende
verfassten Notiz vom 2. 3. 1912 stellte er sich die Frage nach deren Kompaktifi-
zierung. Dazu experimentierte er mit der Idee einer zusdtzlich zum Umgebungs-
system auf einer Fliche einzufiihrenden (kompatiblen)Metrik.'8® Durch die
naheliegende Vervollstindigungskonstruktion (mittels Aquivalenzklassen von
Cauchyfolgen) hoffte er, die “Grenze” N der Riemannschen Fliche M defi-
nieren und vielleicht daraus Aufschluf iiber den Zusammenhang der Fliche
finden zu konnen, Die Idee blieb skizzenhaft und unausgearbeitet; ein zentraler
Gedanke seiner Uberlegung war aber, die Metrik auf die kompaktifizierte Fla-
che M U N fortzusetzen'®® und diese dadurch mit einer topologischen Struktur
zu versehen:

Damit sind auch fiir die neuen Punkte, deren Menge N heisse, Umge-
bungen (der Menge M + N angehdérig) und das Ubrige def.; jetzt kénnen
wir vielleicht Zusammenhang, Componenten von N und damit die Zu-
sammenhangszahl von M definieren.'®*

HAUSDORFF entdeckte also in seinen Ausfiihrungen zu Riemannschen Flichen
im Wintersemester 1911/12 und in den direkt daran anschlieRenden Uberle-
gungen Moglichkeit und Wichtigkeit einer Verallgemeinerung der Punktmen-
gentheorie. Diese stiitzte sich auf eine intrinsische Auszeichnung von Umge-
bungssystemen in Objekten, die nicht per se schon in einem R" eingebettet
sondern als Mengen von abstrakten “Punkten” konstruiert waren. Die Umge-
bungen konnten dabei, muften aber nicht, aus einer Metrik in der betrachteten
Menge abgeleitet sein.'? Was lag niher, als diese Fragestellung in seiner Vor-
lesung Mengenlehre im folgenden Sommersemester wieder aufzunehmen!

187Ebd., Bl. 320

188 Ebd., BIl. 324-326.

189 auspORFF deutete an, daf die Metrik durch das Infimum der Lingen von Verbindungs-
wegen zweier Punkte (gemessen in der euklidischen Metrik auf der iiberlagerten komplexen
Ebene) einzufiihren sei, lieR die Frage nach der topologischen Aquivalenz bei Darstellungs-
wechsel der Riemannschen Flédche allerdings ungestellt.

190Hinweis HAUSDORFFs an dieser Stelle: “Die ndthigen Axiome iiber die Entfernungen!”

19INT, HausporrF: Kapsel 31: Fasz. 121, Bl. 1

192Fine Vervollstindigung der aus den reguliren Punkten gebildeten Uberlagerungsfliche
der komplexen Ebene zur kompletten Riemannschen Fliche ohne die metrische Hilfskonstruk-
tion vom Mirz 1912 verwendete HAUSDORFF schon in der im SS 1912 gehaltenen Fortsetzung
der Vorlesung {iber Elliptische Funktionen. Dort fiihrte er bei der Diskussion der Riemann-
schen Fliche von /f(z) die in der Funktionentheorie iiblichen (und entsprechend auch bei




2.3 Fundamentaleigenschaften von Umgebungssystemen (1912)

HAUSDORFF las im Sommer 1912 zum dritten Mal {iber dieses Thema; der
Abschnitt iiber Punktmengen erhielt aber erst dieses Mal eine iiber den Rah-
men der CANTOR-SCHOENFLIESschen Punktmengenlehre weit hinausweisende
konzeptionelle Verankerung.

Er er6ffnete den Abschnitt seiner Vorlesung iiber Punktmengen mit einem
Paragraphen iiber Umgebungen. Dabei fiihrte er Umgebungen U, zu z in £ =
R"™ mit euklidischer Metrik zunichst als offene Kugelumgebungen ein und hielt
direkt im Anschluss daran fest:

Die Umgebungen haben folgende Eigenschaften:

() Jedes U, enthilt z und ist in &£ enthalten.

(B) Fiir zwei Umgebungen desselben Punktes ist U, C U, oder U, C
Us..

(v) Liegt y in Us, so giebt es auch eine Umgebung U,, die in U, ent-
halten ist (Uy C Uy).

() Ist z # y, so giebt es zwei Umgebungen U,, U, ohne gemeinsamen
Punkt (D(U.,U,) = 0).

Die folgenden Bemerkungen stiitzen sich zunéchst nur auf diese Eigen-
schaften. Sie gelten daher allgemein, wenn £ eine Punktmenge {z} ist,
deren Punkten x Punktmengen U, zugeordnet sind mit diesen 4 Eigen-
schaften.'®®

Mit dem letzten Satz hob HAUSDORFF den axiomatischen Charakter der von
ihm aufgestellten vier Fundamentaleigenschaften ausdriicklich hervor. Er illu-
strierte ihn ganz im Sinne der Hilbertschen axiomatischen Methode, die er sich
selber zum Vorbild gesetzt hatte, durch die Angabe zweier weiterer Umgebungs-
systeme im R?, von denen das eine der Charakterisierung von 1910 durch Koor-
dinatenintervalle entsprach, das andere mit Umgebungen U, = {y; |1 — y1| <
P, Ta = Y2}, also vom Typ “horizontale Strecke (ohne Endpunkte)” arbeitete.
Er lieft dabei unerwihnt, dafs das eine Beispiel auf ein topologisch dquivalen-
tes Umgebungssystem zu dem der Standardmetrik fiihrte, das andere nicht. Er
hatte aber bei der Auswahl der Beispiele diese Differenz sicherlich vor Augen.

Auf dieser Grundlage entwickelte er im folgenden die Konzepte der Punkt-
mengenlehre, insbesondere der a- , 8- , v-Punkte, der abgeschlossenen, in sich
dichten und perfekten Mengen, der Randpunkte und des Inneren von Teil-
mengen, des Gebietes und des Zusammenhangs. Selbst die spater als Funda-
mentaleigenschaften ausgezeichneten Eigenschaften abgeschlossener und offe-
ner Mengen stellte HAUSDORFF kurz vor. Hier verwies er jedoch nicht auf die
Mboglichkeit, diese selber als Grundlage der axiomatischen Charakterisierung

(WEvYL 1913) vorgezogenen) uniformisierenden Parameter {iber oo und iiber Verzweigungs-
punkten ein (NL Hausporrr: Kapsel 10: Fasz. 35, BIl. 165ff.)
193NL Hausporrr: Kapsel 09: Fasz. 34, Bl. 6.



der Topologie zu verwenden.!?* Insgesamt hatte HAUSDORFF aber mit der Vor-
lesung vom Sommer 1912 einen groften Schritt zur Verallgemeinerung der aus
dem 19. Jahrhundert ererbten Punktmengenlehre zur mengentheoretischen To-
pologie hin getan. Diesen Anfang baute er in den nachsten zwei Jahren weiter
aus.

Das zweite der von ihm aus den metrischen Umgebungen abstrahierten Um-
gebungsaxiome hatte allerdings noch einen konzeptionellen Mangel. Die dort
geforderte Inklusionseigenschaft zwischen je zwei Umgebungen eines Punktes
war zu eng formuliert, um die Ordnungstopologie zu charakterisieren (siche
3.1).

3. Konzepte

Daf ein allgemeiner Raumbegriff durch Axiomatisierung sehr unterschiedlicher
Konzepte gewonnen werden kann, stellt einen besonderen Reiz der Topologie
dar und ist heute allgemein bekannt, war aber bereits den Schépfern abstrakter
Raumbegriffe bewulfst, wie folgendes Zitat von HAUSDORFF verdeutlicht:

Welchen der drei oben genannten Grundbegriffe Entfernung, Limes, Um-
gebung man zur Basis der Betrachtung wéhlen will, ist bis zu einem
gewissen Grade Geschmackssache.'®®

Im folgenden soll die Beschreibung topologischer Rdume mittels unterschiedli-
cher Grundbegriffe kurz nachgezeichnet werden.

3.1 Umgebungen

Die von HAUSDORFF in den Grundzigen der Mengenlehre angegebene Defi-
nition des topologischen (T>-) Raumes unterscheidet sich von seiner Vorlesung
aus dem Jahre 1912 im wesentlichen durch das Zulassen beliebiger Mengen E
und eine gravierende Abschwichung des Axioms (3):

Unter einem topologischen Raum verstehen wir eine Menge E, worin den

Elementen (Punkten) z gewisse Teilmengen U, zugeordnet sind, die wir

Umgebungen von z nennen, und zwar nach Mafigabe der folgenden
Umgebungsaxiome:

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine Umgebung U, ; jede Um-
gebung U, enthélt den Punkt z.

(B) Sind Uy, V, zwei Umgebungen desselben Punktes z, so gibt es eine
Umgebung W, die Teilmenge von beiden ist (Wm € D(U,, Vz))

(C) Liegt der Punkt y in Uy, so gibt es eine Umgebung Uy, die Teilmenge
von U, ist (U, € Uy).

194«y Das Complement einer abgeschlossenen Menge ist ein Gebiet, das Complement eines
Gebietes eine abgeschlossenen Menge. |...]
VI. Die Summe beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler Gebiete ist wieder ein
Gebiet.” (NL Hausporrr: Kapsel 09: Fasz. 34, §8).

195[H 1914a], S. 211.



(D) Fiir zwei verschiedene Punkte z,y gibt es zwei Umgebungen U,, U,
ohne gemeinsamen Punkt (Z)(Um, Uy) = 0) 196

Anscheinend hatte HAUSDORFF erkannt, dafs der natiirliche Umgebungsbe-
griff fiir linear geordnete Mengen sein urspriingliches Axiom (/) nicht erfiillt.'%7
Anschliefend entwickelt HAUSDORFF eine detaillierte Theorie topologischer T5-
Raume und stetiger Abbildungen.

HAUSDORFFs Axiomatisierung, obwohl revolutionir, war nicht frei von Man-
geln. Weniger gravierend ist, daf sein 4. Axiom heute als entbehrlich betrachtet
wird — bereits VIETORIS schlug 1921 vor, es durch das Ti-Axiom zu ersetzen
[V 1921]. Bemerkenswert jedoch ist die Tatsache, daf zwei verschiedene Um-
gebungssysteme dieselbe Topologie (nach heutigem Sprachgebrauch; “gleich-
wertige Topologien” nach HAUSDORFFs Sprachgebrauch) induzieren kénnen.
In heutigem Sprachgebrauch sind HAUSDORFFs Umgebungssysteme keine To-
pologien sondern nur offene Umgebungsbasen. Dieser Mangel ist am leichtesten
durch Erweiterung des HAUSDORFFschen Umgebungsbegriffs, bzgl. dessen je-
de Obermenge einer Umgebung wieder eine Umgebung ist, zu beheben. Dieser
Weg wurde unabhingig voneinander von KURATOWSKI 1922 und TIETZE 1923
beschritten [Ku 1922], [T 1923].1%% Dariiber hinaus lieferte TIETZE 1923 eine
Axiomatisierung des erweiterten Umgebungsbegriffs, indem er jedem Punkt z
des Raumes, den Punkt z umgebende Mengen (z) so zuordnet, daf folgende
Axiome gelten:

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine f{(z); jede {i(x) enthilt
x.
(B) a) Der Durchschnitt zweier x umgebender Mengen ist selbst eine

x umgebende Menge; desgleichen b) jede Menge, die eine fi(z) als
Teilmenge hat.

(C) Fiir jede {U(x) bildet die Menge aller Punkte ¥, fiir welche {(z) eine
y umgebende Menge ist, selbst eine x umgebende Menge.

(D) Tst & # y, so gibt es eine {i(z) und eine {i(y) ohne gemeinsamen
Punkt.'??

Hiermit ist eine definitive Axiomatisierung topologischer (75)-Rdume mittels
des Umgebungsbegriffs gelungen. Es ist merkwiirdig, dafs HAUSDORFF 1927 in
seiner Mengenlehre [H 1927a] die axiomatischen Darstellungen topologischer
Riume mittels abgeschlossener Mengen bzw. abgeschlossener Hiillen neu auf-
greift (erstere sogar jetzt als primér ansieht), daf er aber bei der axiomatischen
Darstellung mittels Umgebungssystemen an seiner urspriinglichen Form fest-
héalt. Hier gilt wohl seine eigene Weisheit,

196[1] 1914a], S. 213.

197Wird eine linear geordnete Menge vom Ordnungstyp wo + 1 + wy, — wie in [H 1914a], S.
214, beschrieben — topologisiert, so besitzt ihr kleinster nicht isolierter Punkt keine Umge-
bungsbasis, welche die Bedingung () erfiillt.

198 H AusDORFF selbst hat in einer Studie Umgebungsaziome vom 10.9.1917 (NL HAUSDORFF:
Kapsel 33 : Fasz.224) sein Axiom (C) (Grundziige, S.213) durch das folgende ersetzt: ,Jede
Umgebung U, enthélt eine solche UL, die ganz aus inneren Punkten von U, besteht* (vgl. den
vollstindigen Abdruck von Fasz. 224, dieser Band, S.803).

19917 1923], S. 295.



daft neue Dinge entdecken leichter ist, als alte Dinge auf neue Weise
anschauen.?°

Es ist erstaunlich genug, mit welcher Sicherheit HAUSDORFF aus der Fiille
der moglichen die ‘richtigen” Axiome extrahierte. THRON formulierte 1966
seine Bewunderung hierfiir wie folgt:

Hausdorff’s axioms are abstractions from the known behaviour of the
neighborhoods N;(d) in a metric space. To say this, however, is not to
minimize the difficulty of finding the right properties to abstract. Looking
back over the half century since these axioms were introduced, one must
admire Hausdorff’s excellent selection.?!

3.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Der Begriff der abgeschlossenen Menge geht auf CANTOR zuriick und wird von
HAUSDORFF 1901 in seiner Vorlesung iiber Mengenlehre iibernommen. Mit dem
Begriff der offenen Menge haben schon WEIERSTRASS und CANTOR gearbeitet,
ohne dafiir eine eigene Bezeichnung einzufiithren. WEIERSTRASS hatte allerdings
eine Bezeichnung fiir eine offene zusammenhéngende Menge der Ebene, ndmlich
“Gebiet”. Die Bezeichnung “offene Menge” (domain ouvert) verwendet R. BAIRE
bereits 1899 in seiner Dissertation fiir eine Menge des R", die nur aus inneren
Punkten besteht ([Ba 1899], S.6-7). H. LEBESGUE bezeichnet in seiner Disse-
ration als “ensembles ouverts” die Komplemente abgeschlossener Mengen ([Le
1902], S. 242). Von offenen Mengen spricht auch W. H. YOUNG, aber in einem
andern Sinn: eine Menge, die nicht abgeschlossen ist, heifit bei ihm offen.202
Der Begriff der offenen Menge, wie ihn BAIRE und LEBESGUE geprégt haben,
findet sich auch bei RiEsz.2%® Bei HAUSDORFF erscheint dieser Begriff (ohne
Hinweis auf seine Vorgénger) unter dem Namen Gebiet erstmals in seiner 1912
gehaltenen Vorlesung. Auch weist HAUSDORFF hier bereits nach, daf in jedem
topologischen (T3)-Raum die offenen Mengen (d.h. die Mengen, die nur aus
inneren Punkten bestehen) genau die Komplementirmengen der abgeschlosse-
nen Mengen sind und dafs die offenen Mengen die iiblichen Topologie-Axiome
erfiillen:

1. Der ganze Raum E und die leere Menge sind offen.

2. Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler offener
Mengen sind offen.

Zur Bezeichnung Gebiet fiihrt HAUSDORFF in seinem Buch Grundziige der Men-
genlehre aus:

200[H 1903a], S. 8.

201[Th 1966], S. 14.

202|YY 1906], S. 19, 94 und weitere Stellen.

203[Ri 1907a], S. 320. Dort heift es: ,Die Teilmenge heiRe offen, wenn sie nur aus inneren
Elementen besteht.“



Dies deckt sich nicht mit dem iiblichen durch Weierstrass eingefiihrten
Sprachgebrauch, der von einem Gebiet auch noch Zusammenhang for-
dert. Ein Weierstrasssches Gebiet ist fiir uns ein zusammenhéngendes
Gebiet, und unser Gebiet wiirde nach der gebraduchlichen Terminologie
im allgemeinen eine Gebietsmenge oder Summe von Gebieten sein. Der
Begriff einer Menge ohne Randpunkte ist aber so fundamental, daf er
entschieden ein eigenes Substantiv verdient.>**

Wihrend die fundamentale Bedeutung des Begriffs Gebiet schnell anerkannt
wurde, setzte sich dessen Name nicht durch. CARATHEODORY schlug 1918
(ebenfalls ohne Hinweis auf LEBESGUE oder RIESZ) den Namen offen vor:

Diese Dualitét zwischen abgeschlossenen Punktmengen und solchen, die
aus lauter inneren Punkten bestehen, ist, wie wir sehen werden, sehr
tief ausgeprigt; wir werden sie am besten dadurch auch &uflerlich zum
Ausdruck bringen, wenn wir die Eigenschaft einer Menge, lauter innere
Punkte zu besitzen, duch einen Namen charakterisieren, der zum Worte
“abgeschlossen” in Beziehung steht. Wir wollen die Punktmengen, die aus

lauter inneren Punkten bestehen, offene Punktmengen nennen; [...]%%°

HAUSDORFF iibernahm diesen Terminus bereits 1921/22 in seiner Vorlesung
iiber Mengenlehre und Theorie der reellen Funktionen.?°® TIETZE schreibt hier-
zu 1923:

Daf fiir den wichtigen Begriff der offenen Mengen ein eigenes Substan-
tiv erwiinscht ware, hatte Hausdorff mit Recht hervorgehoben und dafiir
das Wort Gebiet gebraucht. Doch sind ihm spétere Autoren hierin nicht
gefolgt. Tatséchlich scheint mir dieses Wort weit eher auf etwas Zusam-
menhingendes als auf ein “Inneres” hinzuweisen.?%’

Der weiter oben erwidhnte Mangel der Existenz gleichwertiger Umgebungssy-
steme in HAUSDORFFs Topologie-Definition veranlafite TIETZE, den Begriff der
offenen Menge zu axiomatisieren. Er motiviert sein Vorgehen zunéchst wie folgt:

Dem Ubergang von einem Umgebungssystem zu einem gleichwertigen
gegeniiber sind die in Nr. 2 erkldrten Begriffe “innerer Punkt”, “offene
Menge” usw. invariant. In der Gesamtheit aller Umgebungssysteme ei-
nes topologischen Raumes, d.h. aller mit einem System gleichwertigen
Systeme ist eines ausgezeichnet: das System aller offenen Mengen, jede
derselben als Umgebung jedes ihrer Punkte genommen. Dies legt nahe,

von vornherein von diesem System von Umgebungen auszugehen.?*®

204|H 1914a], S. 215.

205[Ca 1918], S. 40.

206 N1, HauspoRFF: Kapsel 13: Fasz. 42.
2077 1923], S. 292-293.

208|T 1923], S. 294.



Anschliefend liefert er eine Axiomatisierung topologischer (T5)-Riume mit-
tels offener Mengen:

Eine derartige Charakterisierung der Systeme, die aus allen offenen Men-
gen eines topologischen Raumes bestehen, leisten nédmlich die folgenden
Forderungen:

(A°) Jeder Punkt x (des betrachteten topologischen Raumes fR) ist in
mindestens einer offenen Menge ¢ enthalten.

(B°) Haben zwei offene Mengen €1, €, wenigstens einen Punkt gemein, so
ist auch ihr Durchschnitt (Menge der gemeinsamen Punkte) €1, €y
eine offene Menge.

(C°) Gibt es zu jedem in der Menge 4 enthaltenen Punkt z eine offene
Menge, die z enthilt und Teilmenge von 4l ist, so ist Ll selbst eine
offene Menge.

(D°) Fiir zwei verschiedene Punkte z,y gibt es zwei offene Mengen ohne
gemeinsamen Punkt, von denen die eine z, die andere y enthilt.?%°

Durch minimale Raffungen der T1ETZESschen Axiome gelangte ALEXANDROFF
[A 1925] zur Fassung der Axiome wie sie seit BOURBAKI [Bou 1940] und KEL-
LEY [Ke 1955] in den meisten Lehrbiichern der Topologie dargestellt werden.

3.3 Beriihrpunkte und abgeschlossene Hiille

Auf den Seiten 219 und 220 seines Buches Grundziige der Mengenlehre wur-
den von HAUSDORFF Beriihrpunkte (unter der Bezeichnung a-Punkte) und die
abgeschlossene Hiille einer Menge A (unter der Bezeichung A,) eingefiihrt,
HAUSDORFF merkt an:

Die Menge A, ist bisher wenig beachtet worden, zum Schaden der for-
malen Einfachheit.?'°

Er zeigt, dak eine Menge A genau dann abgeschlossen ist, wenn die Gleichung
A = A, gilt, und betont auf Seite 229, daf sich alle topologischen Begriffe aus
dem Begriff der abgeschlossenen Hiille herleiten lassen.

KURATOWSKI, JANISZEWSKIS bedeutendster Schiiler, axiomatisierte 1922 den
Operator, der jeder Teilmenge A des Raumes E seine abgeschlossene Hiille A
(= A, = Menge aller Berihrpunkte von A) zuordnete, wie folgt:

I. AUB = AUB
II. A C A
II1. 0 ]

IV. A A2

209[T 1923], S. 294.

2101H 1914a], S.220. Erstmals benutzt hatte den Begriff der abgeschlossenen Hiille R. BAIRE
1906; Z. JaN1szEWSK! benutzte ihn mehrfach in seiner Dissertation von 1911 (s.[En 1998,
444-445).



KURATOWSKI untersucht dann die Eigenschaften dieses Abschluk-Operators
und definiert und analysiert anschliefsend folgende “notions fondamentales de
I’ Analysis situs:” abgeschlossene Menge, zusammenhdngende Menge, Rand einer
Menge, offene Menge, Inneres einer Menge, Umgebung in demselben Sinne wie
bei TIETZE 1923 und lokal abgeschlossene Menge. Im Gegensatz zu TIETZE ver-
liert KURATOWSKI kein Wort iiber die logischen Beziehungen zwischen seinem
Aufbau und dem von HAUSDORFF. KURATOWSKI hat 1922 mit seiner Axio-
matisierung (ohne Trennungsaxiome) dem Begriff des topologischen Raumes
seine heute giiltige Allgemeinheit verliehen. Daff KURATOWSKI das T3-Axiom
nicht {ibernimmt, hat allerdings zunéchst keine inhaltlichen Griinde. So sind
die einzigen von ihm betrachteten Raume die Teilrdume der n-dimensionalen
Euklidischen Rdume R™. Der Grund diirfte vielmehr in der simplen Tatsache
liegen, dafs eine Formulierung des T>-Axioms mittels des Abschluf-Operators
nicht so elegant ausfallen kann wie die KURATOWSKIschen Axiome I-IV. Das
T1-Axiom hingegen ist bei diesem Aufbau leicht formulierbar und daran liegt
es wohl auch, daff KURATOWSKI 1933 in seinem Buch Topologie I [Ku 1933]
den Begriff des topologischen Raumes durch Hinzufiigen des T;-Axioms

v. o) ={a)

wieder einschrankt. Durch diese Ergénzung geht die Unabhangigkeit der Axio-
me allerdings verloren; denn II. folgt aus I. und V.

HAUSDORFF {ibernimmt 1927 in seinem Buch Mengenlehre [H 1927a] den Ku-
RATOWSKIschen Allgemeinheitsgrad und formuliert Axiomensysteme fiir abge-
schlossene Mengen, fiir offene Mengen und fiir den Abschluf-Operator. ALEX-
ANDROFF und HoPF wihlen 1935 in ihrem Lehrbuch Topologie I [A/H 1935]
den Abschluf-Operator als topologisches Grundkonzept.

Es gibt natiirliche Grenzprozesse, die zu Operatoren fithren, welche KURA-

TOWSKIs viertes Axiom A4 = A nicht erfiillen. Paradebeispiel ist der Operator,
der jeder Teilmenge A eines FRECHETschen £-Raumes X (vergl. Abschnitt 3.5)
die Menge aller x € X zuordnet, fiir die eine gegen = konvergierende Folge (a.,)
in A existiert. Diese Tatsache veranlafste HAUSDORFF 1935, gestufte Riume (=
closure spaces) zu untersuchen, d.h. Mengen, die mit Operatoren versehen sind,
die den ersten drei KURATOWSKIschen Axiomen geniigen (wobei HAUSDORFF
zusétzlich die Ti-Eigenschaft V. fordert) [H 1935b]. Transfinite Wiederholung
derartiger Operatoren fiihrt dann zu einem idempotenten Operator, also zu
einer Topologie. In moderner Sprechweise liefert diese Konstruktion die topolo-
gische Reflexion eines gestuften Raumes. Die engen Beziehungen zwischen to-
pologischen Rdumen und £-Riumen und den von HAUSDORFF als Bindeglied
betrachteten gestuften Rdumen haben HAUSDORFF offenbar besonders faszi-
niert, wie zahlreiche seiner unveréffentlichten Studien zeigen. Darauf werden
wir in einem gesonderten Beitrag detaillierter eingehen.?!'?

21 [Ku 1922], S. 182.
212Gjehe Band III dieser Edition.



HAUSDORFF untersucht in einer undatierten Studie, die vermutlich aus den
Jahren 1936-1938 stammt?!® neben topologischen Riaumen auch halbtopologi-
sche Rdume, die man gewinnt, wenn man das KURATOWSKIsche Axiom I durch
das schwéchere Axiom

I''  AUBCAUB
bzw. das hierzu dquivalente Axiom

1. ACB = ACB

ersetzt. Er zeigt, daf halbtopologische Rdume auch vermége der abgeschlosse-
nen Mengen mittels der Axiome

(Fo) X selbst und die Nullmenge 0 ist abgeschlossen.
(F1) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlos-
214
sem.

beschrieben werden kénnen. Derartige Strukturen wurden spéter zwar von AU-
MANN [Aum 1970-73] unter dem Namen Kontakt-Relationen sorgfaltig unter-
sucht, konnten aber ansonsten die Herzen der Topologen nicht erwérmen. Eine
detaillierte Analyse topologischer Grundbegriffe in topologischen, gestuften,
halbtopologischen und fast-topologischen Rdumen mittels geeigneter Axioma-
tisierungen des AbschluR-Operators lieferte CEcH 1937. Er schreibt:

The present paper arose from notes of my lectures in the topological
seminar held at Brno from May 1936. Their aim was to provide a basis
for independent work on topology of members of the seminar. A typical
aspect of this seminar was that the study of any question was not time—
limited in advance; this is reflected in the present paper in that it is

devoted to the detailed study of some fundamental concepts.?*?

CEcH formulierte folgende Axiome fiir Hiillenoperatoren:

I" . AcB = ACB
II : :4 c A
Iir : ¢ = 0
IV : A = A
I : AUB = AUB

und untersuchte folgende Strukturen:

1. Hiillenoperatoren , die I",II und III erfiillen. Ungliicklicherweise be-
zeichnete er diese als “topologies”, die zugehorigen Rdume als “topological
spaces”. Wir wollen sie hier fast-topologische Rdume nennen.

213NT, Hausporrr:Kapsel 41: Fasz. 684.
214Fpd., BI. 1.
215[Ce 1937], S. 471.



2. Halbtopologische Raume (von CECH “F-spaces” genannt), die durch 1", I1,
IIT und IV beschrieben werden.

3. Gestufte Riume (von CECH “ A-spaces” genannt, heute meist als “closure
spaces” bezeichnet), die durch I, IT und I1I beschrieben werden.

4. Topologische Riume (von CECH “ AF-spaces” genannt), die durch I, IT, 111
und IV beschrieben werden.

CecH zeigte insbesondere, wie sich topologische bzw. halbtopologische Riu-
me alternativ durch Auszeichnung der abgeschlossenen Mengen beschreiben las-
sen, dafs entsprechende Beschreibungen gestufter bzw. fast-topologischer Réu-
me nicht moglich sind und konstruierte mittels transfiniter Induktion die halb-
topologische Modifikation fast-topologischer Rdume. Spéter lieferte CEcH (1953
in Tschechisch, 1966 in Englisch) in Buchform eine weitergehende detaillierte
Darstellung der gestuften Riiume ( = closure spaces) [Ce 1966]. Im Gegensatz
zu den topologischen und den gestuften Raumen blieben die fast-topologischen
und die halb-topologischen Rdume jedoch weitgehend unbeachtet. Fiir HAUS-
DORFF selbst spielten auch die gestuften Ridume eine, wenn auch interessante,
so doch untergeordnete Rolle, wie folgendes Zitat aus einer undadierten Aus-
arbeitung, vermutlich aus den Jahren 1938-40, verdeutlicht:

Es sei wiederholt, daft wir den topologischen Raum X als die Hauptsache,

die Erzeugung durch A, als Nebensache betrachten.?'®

3.4 Haufungspunkte und Ableitung

Bereits vor HAUSDORFF hat RiESz 1907 den Versuch unternommen, den Be-
griff des mathematischen Kontinuums abstrakt zu fassen. Als fundamentalen
Begriff wihlte er den von Verdichtungsstellen ( = Haufungspunkte in moderner
Terminologie: x ist Verdichtungsstelle von A, falls  Berithrpunkt von A\{z}
ist; Aquivalent (fiir Th-Raume): falls jede Umgebung von z unendlich viele Ele-
mente von A enthilt). Er formuliert:

Ich sage von einer Mannigfaltigkeit, sie bilde ein mathematisches Konti-
nuum, wenn auf Grund irgend einer Vorschrift zwischen jedem Elemente
und jeder Teilmenge derselben eine und nur eine der beiden Beziehungen
besteht: a) das Element ist in bezug auf die Teilmenge isoliert; b) das
Element ist eine Verdichtungsstelle der Teilmenge, und dabei folgende
Grundsitze befriedigt werden:

1. In bezug auf eine Teilmenge, die aus einer endlichen Anzahl von
Elementen besteht, ist jedes Element isoliert.

2. Ist ein Element Verdichtungsstelle einer Teilmenge, so ist es auch
Verdichtungstelle einer jeden weiteren Teilmenge, in welcher jene
Teilmenge enthalten ist.

216 N1, Hausporrr: Kapsel 42: Fasz. 741, Bl. 23.



3. Wird eine Teilmenge in zwei weitere Teilmengen zerlegt, so ist je-
des Element, das Verdichtungsstelle jener Teilmenge ist, zugleich
Verdichtungsstelle wenigstens einer jener Teilmengen.

4. Ist A eine Verdichtungsstelle der Teilmenge ¢ und B ein von A

verschiedenes Element, so gibt es eine weitere Teilmenge ¢* von ¢,
in bezug auf welche A Verdichtungsstelle, B aber isoliert ist.?'”

Anschlieftend bemerkt er, daf Punktmannigfaltigkeiten sowohl vermittels ei-
nes Distanz- als auch eines Ordnungsbegriffs einfache Beispiele mathematischer
Kontinua liefern, definiert die Begriffe Umgebung, Inneres, Grenze (= Rand),
zusammenhdngend, Ableitung (A’ = Menge aller Verdichtungsstellen von A),
stetig, Teilrawm, und leitet einige Ergebnisse her. Es fillt auf, dak das Aquiva-

lent zu KURATOWSKIs Axiom IV. 4 = A (niimlich A” C A’) bei Riesz fehlt.
Das ist kein Versehen (sondern vermutlich durch die BAIREschen Ergebnisse
iiber einfache Konvergenz von Folgen reeller Funktionen begriindet), wie fol-
gende Bemerkung zeigt:

Es ist nicht notwendig ¢ = (')’ in ¢’ enthalten. Die Abgeschlossenheit der
Ableitung, die doch fiir die Theorie der Punktmengen eine so fruchtbare
Prémisse ist, muf somit in einer allgemeinen Theorie der mathematischen

Kontinua vermift werden.?!®

RIESZ ist sich der Originalitét seines Konzepts bewuft:

Der Begriff des mathematischen Kontinuums resp. jener des Verdich-
tungsstypus erscheint meines Wissens in diesen Untersuchungen das erste
Mal in voller Allgemeinheit.2!®

Ein Jahr spéter berichtet RIESZ auf dem 4. internationalen Mathematiker-
kongreft in Rom iiber seine Konzepte, reichert sie durch eine analoge Axioma-
tisierung des Benachbarkeitsein von Paaren von Mengen (von ihm Verkettung
genannt) an und analysiert insbesondere die Beziehungen zwischen Zusammen-
hang und uniformem Zusammenhang [Ri 1908].

Die bemerkenswerten RiESZschen Ideen fanden erst sehr viel spéter die Auf-
merksamkeit, die sie verdienten. Griinde hierfiir kénnen wir nur vermuten. Ne-
ben der schweren Zugénglichkeit der RiESZschen Veroffentlichungen mag ent-
scheidend gewesen sein, dak er (im Gegensatz zu HAUSDORFF) seine Theorie
nicht bis zu iiberzeugenden Anwendungen vorantrieb, ein derartiges Vorgehen
sogar fiir voreilig hielt:

Vor einer griindlichen Untersuchung mannigfacher Klassen spezieller Ver-

dichtungstypen wére ein Versuch einer allgemeinen Theorie der Verdich-

tungstypen — glaube ich — verfriiht.>?°

217[Ri 1907a], S. 318.
218Fhd., S. 320.
219Fhbd., S. 322.
220[Ri 1907a], S. 322.



Es blieb HAUSDORFF 1914 bzw. EFREMOVIC [E 1951] vorbehalten, topologische
bzw. Proximitits-Rdume in der Welt der Mathematik bekannt und heimisch
werden zu lassen. BENTLEY, HERRLICH und HUSEK haben 1998 die historische
Entwicklung von Proximitéts-Strukturen detailliert dargestellt [BHH 1998].
VIETORIS iibernahm 1921 die ersten drei Axiome von RIESZ und fiigte ihnen
anstelle des vierten RiEszschen Axioms, folgendes von RIESZ verworfene Axiom
(IV) hinzu, das er in einer Vorlesung von W. GROSs kennengelernt hatte:

(IV) Ist po Haufungspunkt einer Menge {p}, deren Punkte selbst wieder
Haufungspunkte einer Menge {m} sind, so ist po auch Haufungspunkt
von {m}.2*!

Somit axiomatisiert VIETORIS den Ableitungs-Operator durch folgende Ei-
genschaften:

1) gy = 0
2) AcB = AcCPH
(3) (AuB) c AUB
(4) A" C Al

Dariiber hinaus zeigt VIETORIS, dafs hiermit eine Charakterisierung topologi-
scher T7-Raume geliefert wird — anders ausgedriickt: ein axiomatischer Aufbau
der Theorie topologischer T}-Raume mittels des Ableitungs-Begriffs.

KuraTOWSKI formulierte 1922 folgende Axiome fiir die Ableitung A’ von
Teilmengen A von E:

I' (AUB)Y = AUB
Ir B = E
Ir % = 9

IVI AII C AI‘222

Im Gegensatz zu KURATOWSKIs gelungener Axiomatisierung des Abschluf-
Operators, ist obiges Axiomensystem nicht befriedigend (z.B. wird das Axiom
IT' nur von insichdichten Rdumen erfiillt).

SIERPINSKI benutzte 1927 den Begriff der Ableitung (unabhingig von VIE-
TORIS) als primitives Konzept. Er formulierte folgende Axiome:

(I) AcCcB = A'cCPHB
(IIY (AuB) c AUB
(rrry  {zy = 0
(IV) Al C AI’ 223

und entwickelte stufenweise die Topologie, indem er zunéchst kein Axiom for-
derte, im néchsten Schritt Axiom (I) forderte, anschliefend die Axiome (II)

221|v 1921], S. 176.
222[Ku 1922], S. 198.
223|Si 1927], S. 330 und 336-337.



und (IIT) hinzufiigte (und anmerkte, daff die zugehorigen Rdume genau den
Rieszschen mathematischen Kontinua entsprechen) und am Ende der Arbeit
Axiom (IV) hinzufiigte.

Alle obigen Arbeiten beschrénken sich auf die Analyse der T} -Situation. Eine
Untersuchung des Ableitungsbegriffs ohne diese Einschrankung scheint in der
Literatur zu fehlen. Am weitesten drang HAUSDORFF 1938 in einer unverdffent-
lichten Studie vor, in der er sich insbesondere mit den Arbeiten von RIESZ und
SIERPINSKI auseinandersetzt.??* Fiir die Ableitung formuliert er die Axiome:

(@) 0'=0
(8) (AUBY = A'UB'
(7) A/UA" C AU A’

und bemerkt:

Dieses A ist (wenn in X das erste Trennungsaxiom nicht gilt) nicht not-
wendig abgeschlossen, so daR man also (vy) nicht zu A" C A’ verschirfen
kann.?%

_ Er studiert die Beziehungen zwischen Ableitung A’ und abgeschlossener Hiille
A (= AU A") und urteilt:

Die Begriindung der Topologie auf A’ (statt auf A) scheint mir nicht
gliicklich, weil verschiedene Funktionen A’ denselben topologischen Raum
bestimmen kénnen.??¢

Héatte HAUSDORFF das zur Charakterisierung der Ableitungs-Operatoren to-
pologischer Raume noch fehlende Axiom

(0) = & {z}'

hinzugefiigt (bzw. () durch dieses Axiom ersetzt), so wire sein Urteil vermut-
lich anders ausgefallen. Angemerkt sei am Rande, daf die Eigenschaft A" c A’
fiir topologische Raume echt zwischen T} und Tj liegt.

Ferner sei erwihnt, daff ALBUQUERQUE 1941 topologische Raume mittels
Axiomatisierung des Rand-Operators beschrieben hat [Al 1941].

3.5 Konvergenz

Zweifelsohne ist Konvergenz eines der fundamentalsten topologischen Konzepte.
Interessanterweise stellt sich seine axiomatische Fassung jedoch als besonders
schwierig heraus.

Folgen—Konvergenz

FRECHET unternahm 1904 als erster den Versuch einer axiomatischen Fas-
sung der Konvergenz von Folgen. Er forderte
224NL HausDpoRFF: Kapsel 42: Fasz. 701.

225Fhbd., BI. 2
226 Ehd., BL.3




1. Jede konstante Folge konvergiert gegen ihren Wert.

2. Konvergiert eine Folge (z,,) gegen z, so konvergiert auch jede Teilfolge
von (z,,) gegen x.

3. Konvergiert (z,,) gegen x und y, so gilt 2 = y.227

Diese Axiomatisierung, deren zugehdorige Modelle er 1906 ,classes(£)“ nann-
te, ist jedoch viel zu umfassend, um vertraute einfache Phinomene, wie die
folgenden, zu erfassen:

a) fiigt man in eine gegen = konvergierende Folge endlich viele neue Glieder
ein, so erh&lt man eine gegen = konvergierende Folge,

b) mischt man zwei gegen = konvergierende Folgen, so erhilt man eine gegen
x konvergierende Folge,

c¢) dndert man endlich viele Glieder einer gegen z konvergierenden Folge, so
erhilt man eine gegen = konvergierende Folge,

d) permutiert man die Glieder einer gegen x konvergierenden Folge, so erhilt
man eine gegen x konvergierende Folge.

Obige Méngel der FRECHETschen Axiomatisierung wurden von ihm selbst in
seiner Analyse des Umgebungsbegriffs angesprochen:

Sans modifier les ensembles dérivés dans une classe (£), on peut ajou-
ter aux deux conditions du paragraphe II que doivent vérifier les suites
convergentes, les conditions suivantes:

e Si une suite S converge vers A, il en est de méme de toute suite
obtenue en ajoutant & S un nombre fini d’éléments (distincts ou
non).

e Si un nombre fini de suites Si1,S2,...,S, convergent vers A, il en
est de méme de toute suite obtenue en rangeant en une seule suite
les éléments (distincts ou non) de Sy, So, ..., Sp. 28

Unabhéngig von FRECHET erkannte URYSOHN die erwidhnten Mangel:

Des exemples élémentaires montrent cependant que certain inconvénients
logiques ne sont pas exclus par la définition précédente de classes (£).
Par exemple, deux suites

L1y L2y vy Lmy.e-
et

Y1,Y25 -3 Yn,y - -

227[Fré 1904], S. 848.
228|Fré 1918], S. 148.



peut étre convergentes et avoir le méme élément-limite

z= lim z, = lim y,
n— oo n—r oo
sans que la suite
$17y17m27y27"'7$n7yn7"'

soit nécessairement convergente.?2’

URYSOHN beseitigte die Méangel der FRECHETschen Axiomatisierung der Fol-
genkonvergenz durch Hinzunahme des folgenden Axioms:

(4) eine Folge konvergiert bereits dann gegen z, wenn jede ihrer Teilfolgen
eine Teilfolge enthilt, die gegen x konvergiert.

Allerdings war es offensichtlich, dafs der Folgenbegriff fiir eine befriedigende
Konvergenztheorie zu eng war. Schon in Mengen von Ordnungszahlen lassen
sich die dort natiirlich auftretenden Konvergenzphinomene nicht mittels Fol-
gen beschreiben. Auch die naheliegende Idee, Folgen (z,,) durch transfinite Fol-
gen (d.h. Abbildungen mit wohlgeordneten Indexmengen) zu ersetzen, erwies
sich, wie BIRKHOFF 1937 zeigte, als unzureichend: Selbst dann, wenn man das
Verfahren der Hinzunahme von Grenzwerten transfiniter Folgen unbeschrénkt
wiederholt, erreicht man in einem topologischen Raum im allgemeinen ( z. B.
in R®) nicht alle Beriihrpunkte einer Menge.

This shows that even unlimited use of transfinite sequences leads one to

situations inconsistent with our usual topological ideas.?3°

FRANKLIN zeigte 1965, dafs ein topologischer Raum genau dann durch Fol-
gen bestimmt ist (in dem Sinne, daf eine Teilmenge A von X genau dann
abgeschlossen ist, wenn keine Folge in A gegen einen Punkt in X'\ A konver-
giert), wenn X Quotient eines metrisierbaren Raumes ist [Fra 1965]. HERRLICH
konnte 1967 zeigen, daf ein topologischer Raum genau dann (analog wie oben)
durch transfinite Folgen bestimmt ist, wenn er Quotient eines ordnungsfihigen
Raumes ist [Her 1967]. Die geschichtliche Entwicklung der Theorie der Folgen-
Konvergenz wurde von FRIC detailliert dargestellt [Fri 1997].

Netz-Konvergenz

Hingegen fiihrte das Konzept von Netzen ( = Moore-Smith-Folgen; = Abbildun-
gen mit gerichteten Indexmengen) zum Ziel. Das Konzept wurde unabhéngig
voneinander von VIETORIS [V 1921] und von MOORE und SMITH [Moo/Sm
1922] entwickelt.?3! Aber erst eine Umdefinition des Begriffs Teilfolge erlaubte
es KELLEY 1950, topologische Rdume durch Axiomatisierung der Konvergenz
von Netzen zu beschreiben [Ke 1950]. Wihrend die ersten drei Axiome bei

229|U 1926], S. 78.
230[Bi 1937], S. 46.
2317Zur Moore-SMiTH Konvergenz s. insbesondere [SiS 1998], S. 70 fF.



KELLEY natiirliche Verallgemeinerungen der Axiome (1) und (2) von FRECHET
bzw. von Axiom (4) von URYSOHN sind, ist das vierte Axiom nichts anderes
als BIRKHOFFs dufterst kompliziertes Theorem of Iterated Limits.

Filter-Konvergenz

Eine elegantere und von Topologen bevorzugte Alternative stellt CARTANS
Filter-Begriff dar [Car 1937a, 1937b]. (Filterbasen wurden bereits 1921 von
VIETORIS unter dem Namen Krdnze [V 1921] und 1935 von BIRKHOFF unter
dem Namen overlapping systems eingefiihrt [Bi 1935] — vergl. [Rei 1997]; freie
Ultrafilter erscheinen sogar bereits 1908 bei RIESZ unter dem Namen ideale
Verdichungsstellen (von diskreten Proximitéts-Rdumen) [Ri 1908]). CHOQUET
fithrte 1948 eine tiefsinnige Analyse der Filter-Konvergenz durch [Cho 1948].
Sie fiihrte ihn zu den Begriffen pseudotopologischer und pretopologischer Riu-
me, durch welche das Konzept der topologischen Radume in natiirlicher Weise
verallgemeinert wurde. Die folgenden drei Axiome der Filterkonvergenz sind
naheliegende Verallgemeinerungen der entsprechenden Axiome fiir die Folgen-
konvergenz:

(1) Fiir jedes z € X konvergiert der Ultrafilter & = {A C X | © € A} gegen
.

(2) Konvergiert ein Filter F gegen z, so konvergiert auch jeder Filter, der
feiner als F ist, gegen x.

(3) Ein Filter F konvergiert bereits dann gegen x, wenn jeder Filter, der
feiner als F ist, sich zu einem gegen x konvergierenden Filter verfeinern
laft.

Das folgende Axiom — eine Verschirfung von (3) — hat hingegen kein Analogon
fiir Folgen:

(4) Fiir jedes z € X konvergiert der Durchschnitt 4(z) aller gegen = konver-
gierenden Filter selbst gegen z.

Eine Filter-Konvergenz, die (1)—(3) erfiillt, heifit Pseudotopologie, eine solche,
die (1)-(4) (4quivalent: (1), (2) und (4)) erfiillt, eine Pretopologie. Da (3) of-
fenbar dquivalent zu dem Axiom

(3*) Ein Filter F konvergiert bereits dann gegen z, wenn alle F verfeinernden
Ultrafilter gegen 2 konvergieren

ist, lassen sich Pseudotopologien alternativ mittels der Konvergenz von Ultrafil-
tern und dem einzigen Axiom (1) beschreiben. Pretopologien lassen sich alter-
nativ durch Umgebungen (U ist genau dann Umgebung von z, wenn U € {(x)
gilt, weshalb (x) auch Umgebungsfilter von x genannte wird) oder durch Be-
rithrpunkte (z ist genau dann Beriihrpunkt von A, wenn es einen gegen x kon-
vergierenden Filter F mit A € F gibt) beschreiben. Hierbei stellt sich heraus,
dafs die pretopologischen Riume exakt den gestuften Riumen HAUSDORFFs



entsprechen (vergl. 3.3), wobei das Ty-Axiom fiir pretopologische Riaume fol-
gende Form annimmt:

(5) Konvergiert & gegen y, so gilt z = y.

FEine Charakterisierung topologischer Raume direkt mittels des Begriffs der
Filter-Konvergenz (ohne Hilfsbegriffe wie Umgebung oder abgeschlossene Hiille)
erfordert, wie im Fall der Netze, ein sehr kompliziertes und “unnatiirliches” zu-
sétzliches Axiom. (Vergl. [Kow 1954] und [Wy 1996]). Es erscheint uns deshalb
als sehr unwahrscheinlich, dafs das Konzept des topologischen Raumes durch
Axiomatisierung eines geeigneten Konvergenz-Begriffs hitte gewonnen werden
kdnnen.

Diese Schwierigkeit war hingegen nicht der Grund, der CHOQUET zu seinen
allgemeineren Begriffsbildungen veranlafite, sondern vielmehr die Tatsache, dafs
es sehr natiirliche Konvergenz-Prozesse gibt, die nicht durch Topologien be-
schreibbar sind (analog wie z.B. die einfache Konvergenz auf R® nicht durch
eine Metrik beschreibbar ist) —

[-..] en particulier, la “pseudo-topologie” de ’espace de sous-ensembles
fermés d’un espace de Hausdorff n’est une topologie que lorsque cet espace
est localement compact.?*?

Hierbei handelt es sich um folgendes: In Verallgemeinerung des von HAUS-
DORFF 1914 geschaffenen Begriffs des unteren bzw. oberen abgeschlossenen Li-
mes einer Mengenfolge in einem topologischen Raum X, definierte CHOQUET
1948 obere und untere Limiten von Filtern F auf der Menge HX aller abge-
schlossenen Teilmengen eines topologischen Raumes X wie folgt [Cho 1948]:

r€limF < VUeUx) VFeF FAcF ANU#D
r€limF < VUeUx) IFEF VAcF ANU#D

Die auf HX durch
F—A << A =lmF = lim7F

definierte Filter-Konvergenz ist stets eine Pseudotopologie, aber fiir nicht lokal-
kompakte T5-Raume X keine Pretopologie, geschweige denn eine Topologie.
Auch gibt es fiir pseudotopologische Rdume im Gegensatz zu topologischen
Raumen geeignete Funktionenraum-Strukturen.
Fiir weitergehende Verallgemeinerungen siehe den Ubersichtsartikel von BENT-
LEY, HERRLICH und LOWEN-COLEBUNDERS [BHL 1990].
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